Correction DS 6

Exercice 1. Soit f la fonction définie par

F(w) = expl )

1. Justifier que f est dérivable sur R* et calculer sa dérivée.

2. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f la fonction ainsi prolon-
gée.

3. Montrer que f est dérivable en 0.

4. La fonction f est-elle continue sur R ?

5. On admet que pour tout n il existe un polynéme P, € R[X] tel que pour tout x € R*

(Ici f(™ désigne la dérivée n— éme de f)
(a) Expliciter les polynomes Py et P;
(b) Montrer que pour tout n € N et tout € R* :

1 1 1 1

1
Poi(=) = —EPA(;) + 2EP7L(;)

z

(c¢) En déduire que pour tout n € N
P.y1 = —X%P, +2X°P,

(d) Soit dy, le degré de P,, justifier que d,+1 = d,, + 3 et en déduire la valeur de d,.

Correction 1.

1. f est définie et dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables sur R*. De plus,

Vx € R*
f'(w) = Jexp(3z
o1 . o
2. Onalim — = —occet lim exp(y) = 0 donc par composée de limites
z—0 X Yy——00
li =0
/)

Ainsi f est prolongeable par continuité en 0 en posant :

fla) = { exp(—x%) Siz#0

0 Six=0

3. On pose pour = # 0,

z—0 x x
-1
On a par croissance comparés hnb = (0 Ainsi
T— xr
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‘f est dérivable en O et f/(0) = 0‘

4. On a vu a la question 1 que f était dérivable sur R* a dérivée continue. Vérifions que f’ est

continue en 0. On a lim f(z) = lim — exp(—; = 0 par croissance comparée. Or f/(0) = 0,
z—0 z—0 3 x2

donc f est continue en 0. Ainsi

‘ f! est continue sur R‘

5. (a) Ona fO(z) = f(z) donc Py =1 On a fM(z) = %f(x), donc P = 2X3.

(b) On dérive expression donnée entre f(™ et P, : On a d’une part

£V (@) = O @) = Pra (D) f(2)

et d’autre part . . .
1 (@) = 5 P (@) + Pl f (@)

Or f'(z) = & f(z), donc

3

@) = (SPG + P %)

T r x

Comme f(z) # 0 pour tout = # 0 on obtient en simplifiant :

Pra(d) = (P + Pb)3)

(c) L’égalité précédente est obtenue pour tout x # 0. Comme % prend une infinité de valeurs
sur R*, les deux polynémes P, ;1 et —X 2P/ 42X3P, prennent des valeurs identiques une
infinité de fois. Ainsi ces deux polynoémes sont égaux :

Pyi1=—-X?P, +2X3P,

(d) En prenant 'égalité précédente et vérifiant ’égalité des degré on obtient

deg(Pyn11) = deg(—X>*P, +2X3P,)
dpi1 = deg(—X?P, +2X°P,)

Or deg(—X%P!) =2+ d, — 1 = d, + 1 et deg(2X3P,) = 3 + d,, donc deg(—X?P!) #
deg(2X3P,). Ainsi

deg(—X%P! +2X3P,) = maz(deg(—X?P),deg(2X3P,)) = 3 + d,

Donc

‘dn+1:dn+3‘

On reconnait une suite arithmétique : on a donc

|dn =30+ do = 3n]

Exercice 2. On dispose d’une urne contenant initialement b boules blanches et r boules rouges. On
fait des tirages successifs dans cette urne en respectant & chaque fois le protocole suivant :

— Si la boule tirée est de couleur blanche, on la remet et on ajoute une boule blanche
— Si la boule tirée est de couleur rouge, on la remet et on ajoute une boule rouge.

On appelle B; I’événement "tirer une boule blanche au i-iéme tirage" et on note p; = P(B;).
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1. Calculer p; en fonction de b et 7.

b
b+r-

3. On a tiré une boule blanche au deuxiéme tirage. Donner alors la probabilité que ’on ait tiré
une boule blanche au premier tirage en fonction de b et r.

2. Montrer que po =

4. On appelle F,, 'événément

E, : " On tire que des boules blanches sur les n premiers tirages "

et F),, I’événement
F,, : " On tire pour la premiére fois une boule rouge au n-iéme tirage"

(a) Exprimer E, a I'aide des événements (By)pe[i,n]
(b) Exprimer F,, a l'aide de E,_; et B,

5. Pour tout k > 2 calculer Pg, ,(By).
6. Calculer P(E,) en fonction de b,r et n puis P(F},).

Correction 2.

1. Onap; = P(B;). Comme il y a b boules et b+ boules en tout, on en déduit que P(B;) = bj%

— b
P1 =5

2. On utilise le systéme complet d’événements (B1, By ), la formule des probabilités totales donnent :
p2 = P(Bs) = P(Ba|B1)P(B1) + P(B2|B1)P(B1)

Si on a tiré une boule blanche au tirage 1, il y a b+ 1 boules blanches dans I'urne et r boules
rouges, donc

b+1
PR =

De méme, si on a tiré une boule rouge au tirage 1, il y a b boules blanches dans 'urne et 4+ 1
boules rouges, donc

— b
P(B2|B)) = ——

BalB) =
D’apréslecalculdepl,onsaitqueP(E)zlfP(Bl)zlfIH_LT:IH_LT
Ainsi

b+ 1 b N b r
P b+ " btr+1lbtr
B (b+1)b br
b+ r+D)b+r)  (b+r+1)(b+7)
b+ 141)b
b+ r+1)(b+7)
b
bt
p2=b+%
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3. On cherche a calculer P(B1|Bs2) et on utilise pour cela la formule de Bayes :

P(Bs|B1)P(By)

P(Bl|BQ) = P(Bg)

Or on a vu que P(B;) = P(Bz) donc
P(B1|B3) = P(B2|By)

Ainsi

P(Bi|By) = i

4. (a) E,=B1NByN---NBy.
(b) F, =E,_1NB,,.
5. Sil’événement Ej_q est réalisé, on a tiré que des boules blanches sur les k£ — 1 premiers tirages.
Il y a donc b+ k£ — 1 boules blanches et b + k — 1 + r boules au total. Donc

P(BtlEie1) = 5t

6. On utilise la formule des probabilités conditionnelles et on obtient :
P(En) = P(Bl)P(B2|Bl)P(B3|BQ N Bl) . P(Bn|Bn,1 N---NByN Bl)

Remarquons que les termes du produit sont de la forme P(By|Ek_1) que l'on a calculé a la
question précédente. On a donc

P(E,) = P(B1) [ [ P(Bk|Ex-1)

k=2
b b+2-1 b+3—-1 b+n—1
b4+ rb+2—147rb+2—147r b+n—1+7r
b b+1 b+ 2 b+n-1

T btrbtltrbt2+r btn—1+4r
b+n—-1! (b+r—1)!
b-1)! (b+n—-1+r)

7. On en déduit la valeur de P(F},) de nouveau en utilisant la formule des proababilités condi-
tionnelles :

P(Fn) = P(Enfl QE) = P(Enfl)P(BiMEnfl)

Si ’événement F,, 1 est réalisé, il y a r boules rouges et b +n — 1 + r boules au total. Donc

-
P(F)=— "
(Fn) b+n—-1+r
8. (a) def urne(b,r):
2 L=['B' for i in range(b)| +['R' for i in range(n)]|
s return(L)

(b) from random import randint
2 def tirage (L):

3 nouvel urne=L|:|
1 k=randint (0,len (L)—1)
6 if L[k|=='B':
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7 print ('Boule blanche ")

8 nouvel urne=nouvel urne-+|['B']
9 else:

10 print ('Boule Rouge')

1 nouvel urne=nouvel urne+|['R']
12 return (nouvel urne)

2 def compte(L):

3 b=0

4 for e in L:
5 if e=='B':
6 b=b+1

7 return(b)

(d) def experience(b,r ,N):
> U=urne(b,r)
s for k in range(N):
1 U=tirage (U)
5 boule b=compte (U)
6 return(boule b)

Exercice 3. On dispose d’une urne U contenant 3 boules numérotées : —1,0 et 1. Soit n € N. On
fait (n + 1) tirages aléatoires et avec remise dans cette urne.

On note la valeur des boules des (n + 1) tirages dans une liste, la valeur de la premiére boule
tirée sera notée ag, puis la seconde a; et ainsi de suite jusqu’a la derniére boule tirée qui sera notée
ap. On dispose donc d’une liste de nombres L = [a, ..., a,] chacun étant pris aléatoirement dans
I'ensemble {—1,0,1}.

A cette liste L on associe le polynome Q = Y apX k.

On note Z; I’événement, ’le numéro de a; vaut 0’

On fait (n + 1) tirages comme décrit précédemment et on note @ le polynéme qui en résulte.
Soit Q € R[X], a € R et k € N* Rappeler la définition de "a est racine d’ordre exactement ! k

Donner la probabilité que @ admette 0 comme racine double (c’est-a-dire d’ordre exactement

P, =3 (3) "

On dispose d’une seconde urne contenant des boules numérotées de 0 & n. On tire aléatoirement
une boule dans cette urne, on note k& son numéro. Ensuite on fait (k+1) tirages aléatoires avec
remise, comme décrit précédemment, dans 'urne U. Puis on associe a ces tirages le polyndéme

(a) Soit Ty 1 I'événement " On tire la boule numérotée k " 2. Donner la probabilité P(Tj1).

1. Que vaut P(Z;)?
2.
Quelle est la probabilité que @ soit le polynéme nul ?
3.
de Q"
4.
2. On suppose que 'on fait au moins 3 tirages.)
5. Soit p < n. On note D), I'événement "Q est degré p"
Montrer que
6.
Q.
1. C’est a dire d’ordre k mais pas d’ordre k + 1
2. Noté Ti41 car alors on fait (k + 1) tirages
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(b) Montrer que la probabilité que @ soit nul vaut :

(-6

(c) Soit p < n. Montrer que la probabilité que @ soit de degré p vaut :

1 n 2/1 (n—p)
n+123<3>

k=p

(d) Calculer la somme précédente.

Correction 3. On rappelle que 'on effectue (n+ 1) tirages indépendants avec remise dans une
urne contenant les boules numérotées —1,0 et 1. On définit le polyndme :

n
Q=) axX*
k=0
ou chaque ay, est tiré aléatoirement dans {—1,0,1}.

1. Calcul de P(%;) :

L’événement Z; correspond au tirage de la boule portant le numéro 0. Chaque tirage étant
équiprobable parmi {—1,0,1}, on a :

P(Zi) =

2. Probabilité que ) soit le polynéme nul :
Pour que @ = 0, il faut que chaque a soit nul, ce qui signifie que tous les (n + 1) tirages
donnent la valeur 0. La probabilité d’obtenir 0 & un tirage est %, et comme les tirages sont
indépendants :

3. Définition d’une racine d’ordre exactement k :

Un réel a est racine d’ordre exactement k£ d’un polynéme @ € R[X] si et seulement si :

Qa)=Qa)=-=Q* V@ =0 et QW(a)#0.

4. Probabilité que  admette 0 comme racine double :

Pour que 0 soit une racine double, il faut que ag = a1 = 0 mais que as # 0. Comme les
coefficients sont indépendants, on a :

2 2

3 2T
5. Probabilité que deg(Q) = p : L’événement D, correspond au fait que :

— 1
P(Z()ﬂZlﬂZQ): ng

W =

— ap # 0, ce qui peut s’écrire comme ’événement complémentaire de Z,, soit Zp,
— Tous les coefficients d’indice supérieur sont nuls, c’est-a-dire ap11 = apy2 = -+ = ap = 0,
ce qui correspond aux événements Z,41, Zp42,..., Ln.
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Ainsi, on peut écrire :

Dy =2ZyNZp1 N Zpyo N e N Zyy.

Donc
P(D,) = P(Z) -P(Zypy1=0)---P(Z, =0).

On a P(Z,) = % et P(Z;;) = % pour k > p, d’out :

P(D,) = g <;>n_p.

6. Probabilités dans le cas de la seconde urne :

(a) Probabilité de tirer k£ dans la seconde urne :

La seconde urne contient n + 1 boules numérotées de 0 & n, donc :

1
n+1

P(Tiy1) =

(b) Probabilité que @ soit nul :

La probabilité que @ soit nul sachant que l'on a fait (k + 1) tirages est (%)kﬂ. En
appliquant la formule des probabilités totales au SCE (71, ---,T;,) On obtient

En remplacant :

re=0=35(5)

k=0

Cette somme est une somme géométrique classique :

P NS ek ) M 1y
re=v = (6) )

(c) Probabilité que deg(Q) =p :

En raisonnant comme précédemment :

2 /1\FP
Pr,.,(Dp) = 3 <3> .

En sommant :

(d) Calcul de la somme :

La somme est une série géométrique :
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Donc :

On fera au choix 'exercice 4 ou le Probléme 1 (plus difficile)
Dans tous les cas, on demande de justifier proprement toutes les inégalités.
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Exercice 4. On considére pour tout n € N I'intégrale

e
I, = / (In(z))"de
1
1. (a) Démontrer que pour tout x €]1, e[ et pour tout entier naturel n € N on a
(In(z))" — (In(z))"™ > 0.

(b) En déduire que la suite (I,)nen est décroissante.
2. (a) Calculer I; a l'aide d’une intégration par parties.
(b) Démontrer, toujours a l'aide d’une intégration par parties que, pour tout n € N,

In—i—l =€ — (n + ]-)In

3. (a) Démontrer que pour tout n € N,
(b) Démontrer que pour tout n € N,

(c¢) En déduire la limite de (I,)nen-
(d) Montrer que pour tout n € N

nl, + (In+ Int1) =e

(e) En déduire I’équivalent :

gy

In ~too T
n

Correction 4.
1. Pour tout = €]1,e[, 0 < In(z) < 1, donc In(z)" In(z) < In(x)". On obtient bien

In(z)" — In(z)"* >0

2. En intégrant, par positivité de 'intégrale on a

/ In(z)" — In(z)" daz > 0
1

‘Donc I, > 1,41 et la suite est bien décroissante.

3. vu en cours.

/16 In(z)dz = [z In(z)]s — /lexld:c

X

Donc

[fIn(z)de =e—(e—1)=1

4. f(‘1)n 1pose W'(z) = 1 et v(z) = (In(z))""!. On a u(z) = z et v'(z) = (n+ 1)1(In(z))". Et
nalement

In+1:/ 1(In(z))" ' da
1

— lofin@)™)5 = [ 2(n+ 1) (@) da

1 T
=e—(n+1)I,
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5. Comme In(z) > 0 pour tout x € [1,¢], In(z)" > 0.

‘ Par positivité de 'intérgale, I,, est positive. ‘

6. D’apreés la question 2b, (n+1)I,, = e— I, 41 et d’aprés la question précédente pour tout n € N,
I, >0donce— 1,41 <e.

‘On a bien (n+ 1)1, <e. ‘

7. Les question précédentes montre que

e
0<I, <
— " T n+1

Comme limy,— 4o = 0, le théoréme des gendarmes assure que

_€
n+1

’La suite (I, )nen converge et sa limite vaut 0.

8. D’aprés la question 2b, I),41 = e — (n+ 1)I,, donc
(n + ].)In + In+1 =e€

et finalement nl, + (I, + I,+1) = e Comme lim I,, = lim I;,11 = 0 on obtient

lim nl, =e.
n—-+4o0o

ou

Probléme 1. Le but de ce probléme est d’étudier la fonction définie par :

.H/Mt
g . In(t)

On admet que g est bien définie sur Dy =0, 1{U]1, +00].
1. Etude globale :
(a) Justifier que g est bien définie sur D, =|0, 1{U]1, +o0].
(b) Résoudre sur R l'inéquation 22 >  puis démontrer que Vz € Dy, g(x) > 0.
(c) Justifier que g est dérivable sur D, et montrer que sa dérivée en tout point de D, vaut :

g'(z) = fn(_gj

(d) Etudier les variations de g sur Dy. (les limites aux bornes ne sont pas demandées pour
cette question)

2. Etude au voisinage de 0
(a) (difficile) Montrer que Vz €]0,1] :

z(x—1) z(x—1)
21In(x) < g() < In(z)

(On pourra commencer par faire un encadrement de ﬁ et on fera trés attention aux
différents inégalités mises en jeu, (ordre de z et 22, signe du In, croissance ou décroissance
des fonctions...))

(b) En déduire que g se prolonge par continuité en 0 et préciser la valeur de ce prolongement.
Par la suite, on note encore g la fonction continue, prolongée en 0
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()

Montrer que g est dérivable a droite en 0 et préciser ¢'(0).

3. Etude au voisinage de 1.

(a)

(b)

()

(d)

A Taide du théoréme des accroissements finis appliqué a h(t) = In(t) — ¢ montrer que
pour tout t €]0, 1] :
() —t+1 _1-t

0<
- t—1 -t
En déduire que pour tout t €]0,1] :
In(t) —t+1 _|1-t]
t—1 - t

On admet que 'on peut montrer de maniére analogue que pour tout ¢ > 1 on

In(t) —t+1
t—1

t

<[+

(tres difficile) En déduire qu'il existe > 0 tel que pour tout t € [1 —n,1 + 7]

1 1 <
() t—1|°

(tres difficile) Conclure que g est prolongeable par continuité en 1.

Correction 5.
1. Etude globale

(a)

On note f la fonction définie par f(x) = ﬁ Cette fonction est définie pour tout
z € R tel que In(x) soit défini, c’est-a-dire x > 0 et tel que In(x) # 0, c’est-a-dire
x # 1. On a donc Dy =]0,1[U]1, 4+o0[. La fonction f est continue sur son ensemble de
définition comme quotient de fonction usuelle, elle admet donc une primitive sur |0, 1] et
sur ]1, +oo[.3 Notons Fy une primitive sur 0, 1[. Pour tout  €]0,1[, on a 2 €]0, 1] et
ainsi g(z) = F1(2?) — Fy(z) est bien définie sur |0, 1]. De la méme facon, en notant Fy une
primitive sur |1, +oo[. Pour tout = €]1,00[, on a 22 €]1, 00[ et ainsi g(z) = Fy(2?) — Fa(x)
est bien définie sur |1, ool

Nous reprenons les notations de la question 1. Pour tout z €]0,1[, 22 < z ainsi g(z) =
— [2% f(t)dt, ou les bornes d’intégration sont ordonnées dans le sens croissant. Maintenant
pour z €0, 1], [#2,z] C]0, 1] or pour ¢ €]0,1[, f(t) < 0. Ainsi g(z) > 0 sur ]0, 1].

Pour & > 1, on a 22 > x et les bornes sont déja bien ordonées. De plus ﬁ > 0 pour
tout t > 1 et on a bien g(z) > 0 sur |1, +o0.

Nous reprenons les notations de la question 1. Par définition on a g(z) = Fy(2?) — Fi(x)
pour 0 < x < 1 et g(z) = Fy(2?) — Fy(z) pour x > 1. Or par définition d’une primitive
les fonctions Fi, Fy sont dérivables sur leur ensemble de définition. Donc g est dérivable
en tant que composée et somme de fonctions dérivables.

On a pour tout z < 1 : ¢'(z) = 22F|(2?) — F{(z). Or F{(z) = f(x) et donc ¢'(x) =

ln%—zQ) — ﬁ, en simplifiant et factorisant on obtient :

z—1
In(x)

g'(x) =

Les calculs sont identiques sur |1, +o0.

3. Il faut faire attention ici que l'intervalle définie par les bornes de 'intégrale ne contiennent pas des points ou f
n’est pas définie.
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d) La fonction ¢’ est de classe C*° sur D, comme quotient de fonction C*°. Ainisi g est de
g
classe C*° sur Dy.

(e) On a vu que pour tout z € Dy on a

z—1
In(x)

g'(x) =

On obtient le tableau de signe/variations suivant :

x 0 1 +00
z—1 - 0 +
In(z) - 0 +
g (x) + +
g(x) — —

2. Etude au voisinage de 0.

(a) Soit x €]0,1], alors comme on I'a vu précédemment g(z) = — [ f(t)dt ou les bornes de
I'intégrales sont bien ordonnées. Par ailleurs pour tout ¢ € [22, 2] on a In(z?) < In(t) <
In(z) < 0 par croissance du logarithme. Et donc

1 1 1
<

par décroissance de la fonction z — % sur R*

Par croissance de I'intégrale on obtient alors :

o1 o1 L |
dt < ——dt < ——dt
/xz In(z)  — /mz In(t)  — /xz In(x?)

Remarquons que le membre le plus & gauche et le plus a droite sont des fonctions
constantes vis-a-vis de t. Ainsi leur intégrale ce calcule immédiatement, on obtient

( S\ 1 </x 1dt<( 2) 1
T— — T —T°)——
In(z) = J,e In(¢t)  — In(z?)
Le terme du milieu correspond & —g(z) et on a donc aprés multiplication par —1 qui
inverse le sens des inégalités ont obtient :

(22— 2)— < g(x) < (2 — 1)

c’est-a-dire en factorisant :

x(x—1)
21In(z)

x(x—1)
<g(z) < ()

(b) Par calcul usuel sur les limites : lim,_,o % = 0 ainsi

. ox(z—=1) . z(z-1)
lim 22— gy Y
250 21In(x) Py In(x) 0
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Le théoréme des gendarmes assure que g admet une limite en 0 et

lim g(z) =0

z—0

g est donc prolongeable par continuité en posant g(0) = 0
— 9(x)=g(0) _ g(=)

(c) On calcule le taux d’accroissement en 0 : 74, = £~ =7~ = .~ Ainsi pour tout = €0, 1[ :
r—1 < < T 1
T,
2In(z) = 97 7 In(x)

Comme lim,_,q % = 0, de nouveau d’aprés le théoreme des gendarmes on a : lim, 0 74, =
0 et ainsi g est dérivable en 0 et on a ¢’(0) = 0.
3. Au voisinage de 1.
(a) On applique le théoréme des accroissements finis & la fonction h(x) = In(z) — = sur
Iintervalle [¢,1] (ou [1,¢] selon I'ordre de 1 par rapport a x). h est continue sur R% donc
en particulier sur [t,1]. h est C! sur R%. donc en particulier sur ]¢, 1[. Ainsi, il existe ¢ €]¢, 1|

tel que
t—1

Pour tout h/(z) = 1 — 1, on a donc

ln(t)—t+1_1—c
t—1 ¢

Pour tout ¢t < 1 et tout c €]t,1[onat<c<ldoncl—t>1—-c>0et 1 >21>1dou
1-t_ 1-c¢

t

>0

En particulier on a
0 < In(t) —t+1 < 1—t
- t—1 -t

(b) Comme pour tout ¢ €]0, 1], —% < 0 on a donc

_1—t < In(t) —t+1 < 1—t¢
t = t—1 -t
c’est-a-dire
In(t) —t+1
t—1

t

<[+

(c) Le début du raisonnement est similaire et on obtient qu’il existe ¢ € [1,¢] tel que

In(t) -t+1 1-c¢
t—1 ¢

Remarquons que a : t — % est une fonction décroissante sur |1, +oo[ donc pour tout
t>1et tout c €]1,¢[ on a
a(t) < a(c) < a(c)
ainsi :
1-t 1-c¢
<

1-1¢
<0< ——
t — ¢ T t

ou la derniére inégalité provient du signe de % sur |1, +oo[. On a donc :

In(t) —t+1 _ 1ot 1t
t—1 - t |t |
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11 t—1-In(t)
In(t) t—1 In()(t-1)
donc
1 1| 1 |[t—1-In()
1H(t)_t—1‘_lln(t)l‘ (t—1) ‘
et donc
1 1 1 1—1t
1n<t>‘t—1'§|1n<t>|‘ t ‘

1-1¢
Or lim | | _ = 1 grace a I’équivalent In(t + 1) ~g ¢ Donc lim ——— = 1 Ainsi

t—1 |In(t)| t—1 |1n t)]
d’aprés la définition de la limite en 1, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout

te[l—n14n ona

‘ 1-

1 1-—1¢ 1 <
— = €
|In(t)[ | ¢ -
En particulier, en prenant e = 1, il existe 7 > 0 tel que pour tout t € [1 — 7,1+ 7] on a
‘\111 ‘1 t‘ 1‘ < 1 Ce qui donne notamment :
1—¢
‘ -1<1
et enfin
i
<2

|1n )|

Avec l'inégalité obtenue précédemment on obtient bien qu’il existe n > 0 tel que pour

tout t € [1 —n,1+n:
: L <2
In(t) t¢t—1|~

(e) Regardons donc u(z) = g(x) — fIQ ~5dt on obtient
— ——dt  par linéarité, d’ou

@ 1
“(”3):/1, In(t) t-1

S| 1
= || - t_ldt|

1 1
In(t) t—1

u(z)] <

’ dt Enutilisantl'ingalittriangulaire
[x,22]

Remarquons ici que f[z 2] signifie que I'on intégre sur [z, 22] ou [22, 2] selon P'ordre des

bornes. On peut sinon faire une disjonction de cas, avec x > 1 ou = < 1.

On a donc pour z,z% € [1 — 7,1+ 7]
()| g/ 2dt = 2)a? — g
[z,22]

Or quand * — 1, on a bien z,2? € [1 — 1,1 + n] donc l'inégalité est vraie pour z
suffisamment proche de 1. Or lim,_,; |22 — 2| = 0 donc le théoréme des gendarmes assure
que

lim |u(z)| =0

z—1
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Or [T Ldt =l (t)]z° = In(2?) — In(z) = In(2) Ce qui donne avec la limite de |u(z)],

= [In
lim, 1 |g(x) — In(2)| = 0 c’est-a-dire :

lim g(z) = In(2)

r—1

Ainsi g est prolongeable par continuité en 1 en posant g(1) = In(2)

4. Au voisinage de +oo.
(a) On suit le méme raisonnement que pour la question 2(a) : pour x > 1 et pour ¢ € [z, 2?]

on a
1 1 1

@) = @) = ()

par décroissance de la fonction f. Par positivité de 'intégrale on a donc :

z? 2
| wen= ], w
et ainsi ff(—;f) < g(x) d’ou
m < g(x)
(b) Par croissance comparée limy_, 4 “Z(fni?xl)) = 400 et donc d’aprés le théoréme de compa-

raison on a :

ocgr—il-loo g(ﬂj) = Foo
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