
Corrigé DSI

Ex 1

① fini

0

¾ ✗ 1
à ½

Donc fino fini-½

(1- costal/(1+22)

m²-24

② f41 = a (3+2)
a + 3

Fu sin/f) ĉ""

~ 3E

3 ×

Tu ✗ Va

B

donc lin fin = 35no

3 ✗ = Sinn
neo

la 11 + X) ~ ✗

lu (It sinful)

donc la ① + sirin)) ≈ Sinn ~ a
0

Ainsi

ton/621
- En-E D'où lin lu/1tsincail ½

mo ton (6)

Ex 2 Pour ne] o.IE, on écrit fini = exp [¼ lu (1 + tank-sinon)]

fest continue sur ce domaine en tant que composée de fonctions continues.

② On sait que 1- cesar 0 ~ ⅔ , d'où :

ton (a) - sink = sink,Cora, - Sina = Siya, × 1
ces/a)

~ a × 1 × 1
2

(1- ces (a))

0

≈ ⅔

En utilisant à nouveau la C1 + X) ≈ ✗ , on obtient

la f1 + tan (a)-sida)) ≈ ton (a) -sinful

≈ ?

D'ai

½, lu/1 + tan (n)-sinni)

on a

~ 1
0 2 nso

, donc par composition des limites,

fin, fini = 1 = fa f- est continue en 0

③ linmsg 1 + ton (a) -sir (a) = + 0 , Par composition des limites

Ty admet une asymptote verticale d'équation a = Ilin fini
ME

= ta

4 On a montré que X-1z.lu (St tanca) -sinon) -00, en utilisant et-Ian X

on peut écrire :

d' accroissement

fini-fou

fin)-1 ~ ✗ ~ ≈ . On peut alors calculer le taux

- fini-1

n-o n

⑤ fest dérivable en 0.

≈ ½ , d'où lin fa-fa 1
n-o n-o Σ

Ex} ① P :O est solution de (E) . Supposons que P≠O, et posons n = deg PEN

On a alors deg PIX) = 2 deg P = 2m

deg ✗ FDP) = deg ☒ 1) + deg P = n +2

Pest solution de E implique donc 2m = n +2 d'où n=2

On pose alors D= ax'tb ✗ + c avec la, b. c) ER" . on injecté dons (E):

PNY-a ✗ "+ bX4c et /✗ 4- 1) P-1×41) /axtbxte)

- a ✗ 4+6×3 + (a + c) ✗ 4 b. Xtc

Par unicité des coefficients d'un polynômes, on obtient le système :

a = A

b- 0
atc :b ⇒ a :-c, 6=0 d'ai D= a/✗ 2- 1)

b- 0 On vérifie alors que a(✗ ⅔) est solution
C = C

En conclusion F- {D= a/✗ 2- 1) , a ER}

Exerciale ① Un rapide calcul donne Ta :X/ , D= 4×3-3X, 14=8×4-6×3-2×+1

② D'quoi la question précédente, on pose Pint :" dg Tn = n, dont = 2""

Pour n-L et R, Pn) est vérifiée d'après ①

Supposons Pas vraie au rang n et net à un certain rang n EN.

On écrit alors nn = 2"X""+ Rue, oui deg Rue Cnt/

Il vient nez = 2X Tnt,-Tn = 2×12"✗ "t' Rnt,)-T

= 2h"X"#+ 2X Rnt,-Tn

Ainsi deg Tmz = n +2 et douta,.-2mi deg < n"

Par principe de récurrence : KEIN# deg Tn = n, dont : 2""

② D'apré la formule de son nation :

ces@+ b) = ces (a) ces (b) - sir (a) sir (b) et ces@-b) : ces a ces b + sina sirh

En sonnas, on obtient

ces la + b) + ces fa-b) = 2 ces a cas b

④ On applique la formule précédente avec a = (n + 1) 0, b

et atb-1+210 a-b = no • On obtient alors

ces In + 2) 0) + ces (O) = 2 ces@) ces/4+110)

On raisonne par récurrence : Pn) : Tn@D) = ces/no).

Pour n :O Tn Caso) = 1 = ces/00)

n =L In (ces 01 = ces@ = ces/10)

Supposes Pa et Pentes vraies à un certain rang nEN

Truc @O) = 2es@Tnt, (caso) - TGO)

= 2 ces@ ces (4+110) -ces (nO) ↓ HR

= ces@+ 2) 0) Q4

On a montré par récurrence que : KEIN TGO): cogna

⑥ On remarque que O : ces (E)

D'où 1. (o) = n @E) = ces /nT/2)

Si n est impair TA-0 , si n=2p est pain Te :(1) P

7) Soit DE [9T] ces/no 1=0 ⇔ ∃ k€2 D= ½ + kt

⇔ IKER ① = (2k + 1) T
2m

Or canne 0E [0,1T], k€60, n-11] et on obtient donc

f- {Op_2k + 1) + , k€40, n-ID}
2m

⑧ Sait n E- 1,1] , il existe alors 0E [0,1T] (Oest même urique)

tel que 2=00. On peut alors écrire

Tncal-0 n (ces 01=0 ⇔ ces no =

D'où 2E {ces@k) , k€6, n-15}

⑨ la fonction Ou ces@) est injective sur [ON] (car strictement décrainant)

Les cils ces Okl sont donc distincts. On a donc obtenu n-racines

distinctes du polynôme Tn. On sait de plus que degTn=n

On a ainsi déterminé toutes les racines de Tn

⑩ Tr est scindé à racines simples, son coefficient dominant est 2" " (NEN)

On obtient donc la factorisation :

In = 2" "→ (X-ces/2kf' O))

= > 0ES

k-o

⑪ R@a) = Tales 01-Sncaso) = costo-costo)-0

⑫ Soit nE(1,1], il existe 0E [O,T] tel que n-cost et ainsi

Rn (a) = Rn (caso) 

[1,1] est infini donc R. admet une infinité de racines.

R. 

Tn = SnEt ainsi

Exercices ① (En, E) forment un systéme complet d'évenement (SCE)

d'après la formule des probabilités totales (FPT), on a

P/E) = IP (En) PE, (F) + PIE) PE./Fn)

= PEN ✗ ½ + 11-IP (En)) p

= pt (I-p) IPEN

② Dans cette stratégie, pour tout entier n, IP (En) = ½

en utilisant la question 1 , on obtient :

∀ EN * IP (Fn) =p + (I-p) ½ = 20+1
4

3 a Dans cette stratégie, PE 1=1 et on réutilise

alors le resultat de la question précédente

IPE) = 2pA

b) Si En est réalisé, 4 alors on jouera toujours avec la

pièce équilibrée si et seulement su le premier lancer à donner Face

donc IEP:(En 1=1

Sachent E. , le premier lancer doit donner Pile pour que

l'on change de pièce et que l 'on joue ensuite avec la pièce équilibrée

donc IPE (En) = 1- p

D'apes la FPT en utilisant le SCE :(Es, E) on a

BIEN = PIED I. (En) + IPE) IPE (En)

= 1×12 + ½ 11-p/= 3-420

② On utilise alors la question 1, et on a

Pfnl =p + (½-p) P (En)

=p + (f-p) 3-2 P

= 3- 4p"
8

4

④ a) Au premier lancer, on retrouve le même resultat que pour les

stratégies 102 , d'ai IP (F) = 2pm
4

Pour le second lancer, il s'agit de la même stratégie que ②

donc IP/E) = 4843
8

⑤ En raisonnant de même qu'en 3h, on peut écrire :

IP (Ens) = IP(En) IPEN (Eni) + IP/En) IPE (Eni)

= IP/En/✗ ½ + (1- PEN)/1- p)

IP (En) + 1-p

On pose alors a = -12+2 p et b = 1- p

La suite en =P(E) est arithmético-géométrique. On cherche alors le

point fixe l de la relation de récurrence :

l = 22f11 l +1-p ⇔ µ 212ᵗʰ) l = 1-p

⇔ l = 2- 2p
3-2ps

La suite un : en-l est géométrique de raison a = 2E de premier

terme we : es-l = ½-3ff - -1+4
213-2 p)

Aisi KENT un =/254" 153ps) =3 Ip (2E)"

On revient alors à la suite initiale et on obtien

KEN en = un + l =..

Plf) =p + 11f [Ip (211-p) + RE)"

1+2 p
/ a

et

- .. 32ps /1- 4E/" " )

Or 2E ∈ 3- 1,1C donc

1

Lin PEI = Ep

Exercice 6 ① Les évenements (Dn, La) forment un SCE, donc d'quoi

la FPT ☒ Dna) = PID.) D. (Dna) + PLL) PlDne)

du = 1- du + El.

De même on obtient les = ½ du + ¾ la

1

b) On obtient aussi pour ce SCE, PD./+ Pln)-IPR)-1

D'ai #EN d. + lu-1

③ Notons Un :(% alors Un-A" Va et on obtient :

d. =/1112am/do + (1- a) C) ✗ ⅓ et lu :(2- La/d. + Hartl.] ✗ ⅓

et connu la/ 41, en passant à la limite,

On → ⅓ Clodo)=⅓ et la-⅔/le + do)-⅔

④ Ainsi le mélange tendras un équilibre avec les proportions suivantes

⅓ de destin et ⅔, de lévulose


