Chapitre 21 — Intégration (2)

Dans tout le chapitre, sauf mention explicite du contraire, on travaille avec une fonction f continue sur
un intervalle I de R. On note Cy sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

I Construction de I’intégrale sur un segment

La définition de intégrale que nous adoptons en BCPST est fondée sur la notion d’aire. Il existe de
multiples fagons de définir l'intégrale d’une fonction (les plus courantes sont l'intégrale de RIEMANN et
'intégrale de LEBESGUE). Toutes ces définitions coincident dans le cas des fonctions continues.

1. Fonctions positives

( Définition )
) . Ilustration :
Soient a,b € I, a < b. On suppose que f est positive sur
[a, b].
b
On appelle intégrale de f sur [a,b], et on note / ft)de
a
la valeur de I’aire de la partie du plan délimitée par :
e la courbe Cy;
e l'axe des abscisses;
e les droites verticales d’équation x = a et = = b.
LH s’agit donc de la notion intuitive d’aire sous la courbe. )
b
Remarque. 1. Dans la notation / f(t)dt, la variable t est muette et peut étre remplacée par n’importe

a
quelle lettre qui ne soit pas déja utilisée.

2. On peut utiliser directement cette définition pour calculer 'intégrale d’une fonction affine positive sur
un segment (aire d’un trapéze rectangle).

Exemple
o Avec f(t) =2 sur [1,4] :

o Avec f(z) =z sur [2,3] :

o Avec f(z) =vV9— a2 sur [-3,3] :
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2. Fonctions de signe quelconque

Définition )
On définit la partie positive et la partie négative de f comme étant les fonction f et f~ définies
sur I par : Autrement dit :
e Si f(z) >0, alors et
o Si f(x) <0, alors et y
€y Cr+
AN N\  /\
71/ \/ b a b a b
@ Propriété
1. Si f est continue sur I, alors les fonctions f* et f~ sont continues sur I.
2. Les fonctions f* et f~ sont a valeurs positives.
L B Veel @) =@ - (@)
Démonstration. O
( Définition
Soient a,b € I, a < b. On définit I’intégrale de f sur [a,b] comme étant le réel :
\

Remarque. Avec cette définition, 'intégrale de f est I’aire algébrique sous la courbe de f : les portions de

courbes en dessous de 'axe des abscisses comptent négativement.

(gf %f‘%
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Exemple
Calculons l'intégrale de la fonction f : x +— 2z — 4 sur le segment [0, 3].

o Cette fonction est positive sur ......................... et négative sur ............ ... ..

3
e Ona donc/ ft)dt =
0

e D’ou finalement :

3. Ordre des bornes

Définition

Soient a,b € I avec a > b. On définit I'intégrale de f entre a et b par :

/abf(t)dt _ —/baf(t)dt

Exemple
0
. / (2t — 4)dt =
3

b
e Montrons que pour tout C' € R et tous a,b € R, / Cdt = C(b—a).

a
On sait que c’est vrai pour C' > 0 et a < b d’apres la formule de Iaire d’un rectangle.
— SiC <0eta<hb, alors

— Et si C' € R quelconque et a > b, alors

b
Dans tous les cas, on a bien / Cdt =C(b—a).
a

IT Sommes de Riemann

Les fonctions dont on est capable de déterminer 'aire sous la courbe sont pour I'instant rares. Et méme
avec les notions que nous verrons par la suite (primitives) on n’est pas toujours capable de déterminer l'aire
sous la courbe d’une fonction.

On va ici essayer de calculer de fagon approchée 'aire du domaine délimité par les droites x = a, x = b,
y = 0 et la courbe C;. L’idée est de remplacer ce domaine par une réunion de rectangles.

Pour cela, on découpe l'intervalle [a,b] en n intervalles de méme longueur. On définit alors, pour tout
—a

k € [0,n], le point zx = a+ k .
n

%

Th41 Th41 b—a

Sur chacun des intervalles [z, zk+1], on a par exemple : / f(t)dt / flag)dt = flag), et
Tk T n

donc :

b—a

n

b n—1 Thy1 n—1
[ rwa =Y [ pwde s "t S pa)
@ k=0 " Tk k=0

Dans la formule ci-dessus, on a approché l'aire sous la courbe par l'aire du rectangle dont la hauteur est
f(zk), c’est-a-dire le rectangle qui croise la courbe & gauche. On peut faire de méme a droite, avec :
L1 b—a
/ ft)dt  —— f(xky1), et alors :
x n

k

b—a &
- kglf(l‘k)

/ab F()dt ~
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I I xo I3 T4 Is I I il I3 Iy Iy

Rectangles & gauche avec n =5 Rectangles a droites avec n =5

e T
\

TO T X2 T3 T4 Ty Tg TT L] T 1) T T T2 T3 T4 T T TT TR X9 L)

Rectangles a gauche avec n = 10 Rectangles a droites avec n = 10

Graphiquement, on peut penser que plus n est grand, plus la somme des aires des rectangles est proche
de la valeur de I'intégrale cherchée. Ce n’est pas vrai pour toutes les fonctions, mais dans le cas des fonctions
continues, tout se passe pour le mieux!

Théoreme
Soit f une fonction continue sur un segment [a, b|. Alors :

n—1 n
lim a§:f<a+k;b “) — lim 2 “}:f(a+kb a) -
n—+o0o N =0 n n—4+o0o N i—1 n

Les sommes intervenant ci-dessus sont appelées des sommes de Riemann.

Corollaire

Soit f une fonction continue sur le segment [0, 1]. Alors :

Remarque. C’est ce corollaire qu’on utilise le plus souvent en pratique. Il sert a calculer la valeur de la
limite d’une suite lorsqu’on arrive a l’identifier comme une somme de Riemann.

Exemple
Déterminer les limites des suites suivantes :

n—1 1 n—1 1

a)Sn:Zn+k b)Sn:Z

k=0
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IIT Propriétés de l’intégrale

1. Chasles et linéarité

Proposition (Relation de Chasles)

Soient f : I — R une fonction continue, et a,b,c € I. Alors :

/acf(t)dt _ /abf(t)dt+/bcf(t)dt

Démonstration. e On suppose d’abord que f est positive.

— Sia <b<e¢, cest une conséquence directe de ......... ...
—Sia<c<b,ona:

On procede de méme si b < a < c.
— On a traité tous les casou a < c. Sia>c¢,on a:

o Enfin, si f est de signe quelconque :

Proposition (Linéarité de l'intégrale)

Soient f,g: I — R deux fonctions continues sur I, A € R et a,b € I. Alors :

[ oswrgma = [ swar [ g

Démonstration. On passe par les sommes de Riemann. On sait que pour tout n € N*, on a :

b;anil()\f(a—i-kb_Ta)—i-g(a—i-kb_ ))z)\xb;agf(a—i-kb_a) + b_—anilg(a—i-kb;a)

a
k=0 " " " k=0
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2. Positivité et croissance

-

Proposition

Soient f,g : [a,b] — R continues, avec . On a :
1. Si f est positive sur [a,b] (Vz € [a,b], f(z) > 0) , alors

2. Si f <gsur[a,b] (Vo € [a,b], f(z) < g(z)), alors

3. Si f est positive et n’est pas la fonction nulle (3xg € [a,b], f(xo) > 0), alors

b
4. Si f est positive et que / f(t)dt =0, alors
k a

Démonstration.

Exemple

1
1. Que peut-on dire d’une fonction f : [0,1] — R continue qui vérifie / f(t)2dt =07
0

e
2. Montrer que la suite (I,,)nen définie par I, = / In(t)"dt est décroissante. Que peut-on en déduire
1

quant a sa convergence ?

3. Inégalité triangulaire

Proposition (Inégalité triangulaire)
Soient f : I — R une fonction continue, et a,b € R avec . Alors :

Chapitre 21 1BioB — Maths Page 6



Démonstration.

4. Valeur moyenne

( Définition )
Soit f une fonction continue sur un segment [a,b], avec a < b. On définit la valeur moyenne de f
sur [a,b] comme étant le réel :

\. J

Remarque. On a f: pdt = u(b —a) = f: f(t)dt. Ainsi, la valeur moyenne est la constante qui a la méme

intégrale que f sur [a, b].

(

Proposition (Inégalité de la moyenne)

Soit f une fonction continue sur un segment [a, b], avec a < b. On note p la valeur moyenne de f sur
[a,b], m le minimum de f sur [a,b] et M son maximum. Alors :

9 m<pu<M

Démonstration. m et M existent par le théoréme des bornes atteintes.
On sait que pour tout ¢ € [a,b], m < f(t) < M. Ainsi, Par .....oooniiiin e :

b b b
/mdtg/ f(t)dtg/ Mt
1 b

m < b_a/a F(t)dt < M

D’ou, en divisant par b —a > 0 :

Remarque. En pratique, on utilise I’encadrement :

IV Théoreme fondamental de ’analyse
( )

Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. Alors

L J
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Démonstration.

Corollaire

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a,b € I. Alors :

[ s =r ),

pour F' une primitive quelconque de f sur I.
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