I Logique élémentaire

Exemple 1
e Soit z € R. non(|z| < 1) est assertion : ...............

e Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

a) cos est croissante sur R b) non (cos est décroissante sur R)

c) (exp est positive sur R)ou (w € Z) d) (sin est une fonction impaire) ou (2 > —5)

e) (In est croissante sur R} ) et (0 € R%) f) (372> 0) et (non(exp est une fonction impaire))
Exemple 2

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

a) Pour un réel x quelconque, on a z > 1 = 22 > 1
b) Pour un réel  quelconque, on a 22 > 1 =z > 1

c) Paris est la capitale de 'Inde = Paris est la capitale du Mexique

Exemple 3

Soit € R. Donner la négation des assertions suivantes :

a) x est irrationnel ou x est strictement négatif : ... ... L
b)
C) 0 < S 2t o
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II Vocabulaire des ensembles

Exemple 4
{1,3,4 x {0,383} = oo

e R xR est 'ensemble des couples (z,y) de réels. On I’assimile au plan cartésien (z et y sont alors
les coordonnées) et on note R? & la place de R x R.

e Z X { 5 H est 'ensemble des couples du type .....overiir i e

Représentation :

Exemple 5

On peut définir R? = R x R x R, et de maniére similaire R” pour tout entier n > 1.
Donner trois éléments de I'’ensemble R*, et un élément de I’ensemble R x Qx]2, 3[.



Exemple 6

a) {n € N | 2 divise n} est Pensemble des ...... ... . . i
b) Pour A, B deux ensembles, on a A\B = ... ...
c) {xeR‘m +x+1<0}=............. AR =

) Q

)

IIT Quantificateurs

Exemple 7

o« L’assertion "Va € R, 2% > 07 est vraie/fausse.
Sa NEEation STECTIL 1 ...t

o L’assertion "Ja € N, 2% est divisible par 3” est vraie/fausse.
Sa NEGAtION S'ECTIE & ..ot

o L’assertion suivante est vraie/fausse : Vo € R,Jy € R,z < y.
Sa NEEAtION S ECTIL 1 ...t

Exemple 8
Soit f : R — R une fonction. Ecrire avec les assertions suivantes avec les symboles mathématiques :
e f ne prend que des valeurs supérieures ou égales & 3 : ... ... ..
e 2 aun antéCldent Par f i ...
o fest une fonction Paire @ .. ... ...t

o f eSSt COMSEAIEE & . e



IV Raisonnements

1. Prouver une assertion avec un quantificateur

( Méthode (Prouver un ")
Pour prouver une assertion du type (Vz € E, A(x)) :
e On prend un élément = de E quelconque, en écrivant "Soit = € E”.

L On montre que A(z) est vraie.

o

( Méthode (Prouver un "3”)

Le plus souvent, pour prouver une assertion du type (3x € E, A(x)) :
9 On cherche a exhiber ou construire un élément x de E qui vérifie A(z).
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Exemple 9

On veut montrer ’assertion suivante : Vax € Q,da € N*, ax € Z.

2. Prouver une implication

Méthode (Raisonnement direct)
Pour prouver 'implication A = B, le plus souvent :
¢ On suppose que A est vraie;

L On montre qu’alors B est aussi vraie.

J

-

Méthode (Raisonnement par contraposée)

(non A), auquel cas :

e On suppose que B est fausse;

L On montre qu’alors A est aussi fausse.

Pour prouver I'implication A = B, il est parfois plus simple de prouver sa contraposée (non B) —>

~

Exemple 10

Montrons que pour tout entier n, si n? est pair, alors n est pair, ie. Vn € Z, (n2 pair = n pair).
Soit n € Z. On va montrer I'implication n? pair = n pair, par contraposée.

On va donc plutét montrer que n impair = n? impair.
On suppose que n est impair. On peut alors écrire n = 2k + 1 avec k € Z.

Mais alors n? = (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1. n? est bien impair.
D’ott I'implication : n? pair = n pair. On I’a montré pour n € Z quelconque, donc ’assertion voulue

est bien vraie.



3. Prouver une équivalence

( Méthode (Double implication) h

Pour prouver I'équivalence A <= B, on procede souvent par double-implication, c’est-a-dire qu’on
prouve séparément :

o le ”sens direct” A =— B « le "sens indirect” B = A (I'implication réciproque).
S Pour chacun des deux sens, on peut choisir de raisonner par contraposée si c’est plus simple! )
Méthode (Equivalences successives) A
Pour prouver I’équivalence A <= B, on peut parfois plus simplement raisonner par équivalences suc-
cessives : on part de A, qu’on transforme en assertions équivalentes, jusqu’a arriver a B.
S C’est par exemple ce qu’on fait quand on résout des équations et inéquations! )
Exemple 11
Soient a,b € R On veut montrer I'équivalence : a et b sont du méme signe <= (a + b)? > (a — b)2.
On a la chaine d’équivalences successives :
(a+b)? > (a —b)? <= a® +2ab + b* > a® — 2ab + b*
<= 2ab > —2ab
< 4ab >0
< ab>0
<= aetb ont le méme signe
D’ou I’équivalence annoncée.
4. Raisonnement par ’absurde
( Méthode (Le raisonnement par ’absurde) h
On souhaite prouver une assertion A. On peut parfois procéder par d’absurde, c’est-a-dire :
e Supposer "par 'absurde” que A est fausse;
e Montrer qu’on aboutit alors a une contradiction ;
L En déduire que A est nécessairement vraie. )

Exemple 12
Montrons que /2 est irrationnel, c¢’est-a-dire que v/2 ¢ Q.
On suppose par I'absurde que v/2 € Q. Alors on peut écrire v/2 sous la forme d’une fraction irréductible :

a
V2 = 5 avec a,be Z,b#0, et pged(a,b) = 1.
a2
Mais alors 2 = 72 et donc a? = 2b2.
a® est donc pair, et donc I'entier a est pair. On peut écrire a = 2a’ avec o’ € Z.
On a donc (2a')? = 4a’? = 2b?%, et donc 2a"? = b.
Mais alors b2 est aussi pair, et donc Ientier b est pair.
. . . . a

Comme a et b sont tous les deux pairs, on pouvait simplifier la fraction 3 : c’est absurde.

On a abouti & une contradiction, donc le nombre /2 est nécessairement irrationnel.

5. Disjonction de cas

Face & une assertion A, on peut décider de séparer les cas en fonction d’une autre condition B, c’est-a-
dire considérer ’assertion A en supposant d’abord que B est vraie, puis en supposant que B est fausse.
Formellement, on utilise I’équivalence logique entre A et (Aet B)ou(Aetnon B).



Alphabet grec et notations

Voici la plupart des lettres de Ialphabet grec communément utilisées en cours de maths/physique.

Minuscule | Majuscule Nom Minuscule | Majuscule Nom
@ alpha “ mu
I5) beta v nu
¥ r gamma 13 xi
1) delta T II pi
€ epsilon o rho
¢ zeta o by sigma
n eta T tau
0 © théta @ ® phi
L iota X chi (prononcé ki)
K kappa P v psi
A A lambda w Q omega

Par ailleurs j'utilise régulierement les abréviations suivantes :

e tq., au lieu de "tel que”

e ie., pour id est qui signifie "c’est-a-dire” en latin

e eg., pour exempli gratia qui signifie "pour 'exemple” en latin

e NB., pour Nota Bene qui signifie "notez bien” en latin

J'utilise aussi la notation [, qui signale la fin d’une preuve. Cette notation (& 'instar de V,3, =) a été
démocratisée par Nicolas Bourbaki célebre groupe de mathématiciens du début du 20éme siécle. Evitez de
I'utiliser dans vos copies, ¢a pourrait paraitre un peu hautain.

Compétences

1. Comprendre les symboles et notations mathématiques :

e Comprendre les symboles logiques =, <=, V, 3.
e Passer d’un énoncé en francais a une écriture mathématique et réciproquement.
o Maitriser les notations ensemblistes N, U, A, B\A, {z € E | A(z) }.

2. Savoir donner la négation d’une assertion.
3. Comprendre un raisonnement.

4. Réaliser parfaitement une récurrence.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Nicolas_Bourbaki
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