Chapitre 0 — Logique et
raisonnement

I Logique élémentaire

En mathématiques, on formule des énoncés, appelés des assertions, et on cherche les assertions qui sont
vraies (et intéressantes). La théorie repose sur des axiomes et des regles de logique, a partir desquels on
démontre les énoncés, qu’on range souvent en théoréme, proposition, corollaire, lemme etc.

Une assertion A peut prendre deux "valeurs logiques” : Vrai (1) ou Faux (0). Mais jamais les deux!
Dans toute la suite de ce paragraphe, A, B et C sont 3 assertions.

([ Définition A
On définit les assertions suivantes :
o la négation de A, notée (non A), qui est vraie quand A est fausse et fausse quand A est vraie.

o (AouB), qui est vraie lorsque 'une (au moins) des deux assertions A, B est vraie, et fausse sinon.

o (Aet B), qui est vraie lorsque les deux assertions A, B sont vraies simultanément, et fausse sinon.

L W,
Exemple
e Soit z € R. non(jz| < 1) = (Jz| > 1).
o Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
a) cos est croissante sur R b) non (cos est décroissante sur R)
c) (exp est positive sur R)ou (7 € Z) d) (sin est une fonction impaire) ou (2 > —5)
e) (In est croissante sur R% ) et (0 € R%) f) (372> 0) et (non(exp est une fonction impaire))
En Python :

Une assertion est représentée en mémoire par une variable booléenne (du type bool), qui peut
prendre la valeur True ou la valeur False
Les fonctions logiques Non, Ou et Et existent en Python, et s’écrivent respectivement not, or et and.

Remarque. On utilise parfois des tables logiques, qui déterminent la valeur logique d’une assertion en fonction
des valeurs logiques de chacune des variables qui interviennent. Les tables logiques de Non, Ou et Et sont
trés simples :

AouB: Aet B :
B B
A 0 1 0 1 0 1
A A
non A 1 0
0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 1
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B
Définition (Implication) 0 1
On définit assertion ”A implique B”, notée A = B, qui est vraie A
sauf lorsque A est vraie mais B est fausse.
C’est en fait logiquement équivalent a l’assertion (non A)ou B. 0 1 1
1 0 1
Exemple

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

a) Pour tous les réels z, on a v > 1 = 22 > 1 b) Pour tous les réels z, on a 22 > 1 =12 > 1
c¢) Paris est la capitale de 'Inde = Paris est la capitale du Mexique
Remarque. Le fait que A = B soit vrai ne veut pas dire que B est vrai!

Si A est faux, alors (A = B) est vrai quelle que soit I’assertion B : en partant de quelque de chose de faux,
on peut arriver a tout et n’importe quoi!

. ™ B
Définition (FEquivalence) 0 1
On définit I'assertion A équivaut a B”, notée A <= B, comme étant A
lassertion (A = B) et (B = A).
Elle est vraie lorsque A et B ont la méme valeur logique, et fausse 0 1 0
| sinon. y ) 0 )
é Propriété R
Combinons ces fonctions logiques. On a :
e non(nond) =4 e non(AouB) = (non A)et(non B)
e non(A = B) = Aet(non B) e non(AetB) = (non A)ou(non B)
e Aet(BouC) = (AetB)ou(AetC) e Aou(BetC)=(AouB)et(Aoul)
\On dit que le "et” est distributif sur le "ou” et que le "ou” est distributif sur le "et”. )
Exemple
Soit € R. Donner la négation des assertions suivantes :
a) x est irrationnel ou x est strictement négatif b)x€Zetx >
c) 0<z<2 d)zeN=z>3
( Vocabulaire )
On considére l'assertion A — B. Alors :
e Sa réciproque est l'assertion B = A.
L Sa contraposée est l'assertion (non B) = (non A). )
Proposition )
kUne implication est logiquement équivalente a sa contraposée : elles ont la méme valeur logique. )

Démonstration. On a vu que A= B = (non A)ou B.

Ainsi, la contraposée (non B) = (non A) s’écrit aussi : (non(non B)) ou(non A), ¢’est-a-dire B ou(non A),

et donc exactement (non A)ou B. O
A Une implication et sa réciproque n’ont aucun rapport a priori!
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IT Vocabulaire des ensembles

On admet Pexistence des ensembles comme collections d’objets.
(" Définition A

Soit E et I deux ensembles.

e On dit que x appartient a F lorsque x est un élément de E, et on note = € E.

e On dit que F est inclus dans F, ou encore que F' est un sous-ensemble (ou une partie) de E, si

S tous les éléments de F' sont des éléments de E. On note alors F' C E. y

(" Définition A
Soient F un ensemble et A et B deux parties de . On définit :

¢ le complémentaire de A (dans E), noté A, comme étant
I’ensemble des éléments de E qui ne sont pas des éléments de A.

e la réunion de A et B, notée AU B, comme étant I’ensemble
des éléments de E qui sont (au moins) dans A ou dans B.

e lintersection de A et B, notée AN B, comme étant I’ensemble
des éléments de E qui sont (& la fois) dans A et dans B.

« A\B=AnNB, quise lit ”A privé de B. e e )
On a les mémes propriétés que les opérateurs logiques “et” et "ou” :
4 Propriété R
Soient, A, B et C des parties d’un ensemble F. On a :
« A=A
e AUB=ANB e ANB=AUB
e AN(BUC)=(ANB)U(ANC) e AUMBNC)=(AUB)N(AUC)
kEn particulier, U est distributive sur N, et N est distributive sur U. )

Remarque. On a aussi des propriétés de symétrie (AU B = B U A) et d’associativité :
AU(BUC)=(AUB)UC =AU BUC. Ces propriétés sont valables aussi pour N, "et” et "ou”.

Cela permet de définir une union (ou intersection) d’un nombre quelconque de parties. Ainsi, si A1, Ag, ..., A,
sont toutes des parties de E pour n > 1 un entier, on peut définir 'union de toutes ces parties |Ji_; A;, et
leur intersection i A;.

Définition
Soient E et F' deux ensembles. On définit le produit cartésien de F et F', noté E x F', comme étant
Pensemble des couples (z,y) constitués d’un élément de E suivi d’un élément de F'.

Exemple

e R x R est 'ensemble des couples (z,y) de réels. On I’assimile au plan cartésien (x et y sont alors
les coordonnées) et on note R? & la place de R x R.

o [0,1] x [0,1] peut étre représenté par un carré du plan cartésien.
o Z X [—%, %] peut étre représenté par une collection infinie de segments verticaux de hauteur 1,
centrés sur 'axe des abscisses. C’est I'ensemble des couples du type (n,x) ou n est un entier et

un réel de l'intervalle [—%, %}

On peut étendre cette définition & un nombre fini quelconque d’ensembles.
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Définition

Soient n > 2 et Eq,..., E, des ensembles. On définit leur produit cartésien F7 X ... x FE, comme étant
Pensemble constitué des familles ordonnées (x1,...,x,) telles que z1 € Eq, ..., z, € E),.
On dit que la famille (21, ...,2,) est un n-uplet, et on la note parfois (z;)1<i<n O (¥i)ze[in]-
Exemple
On peut par exemple définir R?> = R x R x R, et de maniére similaire R® pour tout entier n > 1.
On a R" ={(x1,...,2,), ou les x; parcourent R}
Notation

Soit F un ensemble et A(z) une assertion logique qui dépend de I’élément x de E.
Alors I’ensemble des éléments de E tels que A(x) est vrai se note {x € E | A(z) }.
La barre verticale dans ce contexte se lit "tel que”.

Exemple
a) {n € N | 2 divise n} est 'ensemble des entiers naturels pairs.
b) Pour A, B deux ensembles, on a AA\B={zx € A |z ¢ B}
o) {zeR|2?’+2+1<0}=0 d)Q={%]a,beZ b#0}

IIT Quantificateurs

Soit E un ensemble et A(x) une assertion portant sur les éléments = de E.

(" Définition A
o Vx € E, A(x) est Passertion qui est vraie si et seulement si A(x) est vérifiée par tous les éléments
x de E. Le symbole V se lit "pour tout” ou ”quel que soit”.
o dx € E, A(x) est 'assertion qui est vraie si et seulement si A(x) est vérifiée par au moins un
L éléments x de E. Le symbole 3 se lit ”il existe”. )

Remarque. "V est & penser comme un "multi-et” et ”3” est a penser comme un "multi-ou”.

Remarque. On utilise parfois le symbole 3!, qui se traduit par ”il existe un unique”.
Par exemple, I'assertion suivante est vraie : Alz € R, e* = 2.

/\ Toutes les variables doivent étre introduites par une phrase ou un quantificateur.

/\ Les quantificateurs ne peuvent pas étre interchangés, I’ordre importe !

A\ Issu du programme officiel : « L’usage des quantificateurs hors des énoncés mathématiques est a pros-
crire. » Ca vaut aussi pour = et <.

Propriété

e non(Vx € E, A(x)) = (3z € E,non A(x)) e non(dx € E, A(x)) = (Vo € E,non A(x))

La négation d’un ”pour tout” est un ”il existe” et réciproquement !

Exemple
o L’assertion "Va € R, 2% > 07 est vraie. Sa négation s’écrit : "3z € R, 2% < 0” (ce qui est faux).

e L’assertion "da € N, 2% est divisible par 3”7 est fausse. Sa négation s’écrit : "Va € N, 2% n’est pas
divisible par 3”.

o L’assertion suivante est vraie : Vx € R, dy € R,z < y. Sa négation s’écrit : 3x e R,Vy e R,z > y.
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IV Raisonnements

En BCPST, la part belle est donnée a l'utilisation directe de méthodes et de techniques, mais les rai-
sonnements ont tout de méme une place importante en mathématiques. Dans cette partie, I'objectif est de
donner un apercu des raisonnements principaux qui pourront étre utilisés soit en cours, soit pour répondre
a une question du type "montrer que” dans une copie.
Soient A et B deux assertions.

1. Les bases

Méthode (Le syllogisme — ou raisonnement hypothético-déductif)

Si on sait que l'assertion (A = B) est vraie et que A est vraie, alors B est vraie.
C’est par exemple ce qu’on fait quand on applique un théoréme. Les hypothéses sont vérifiées et le
théoréme est vrai, donc on peut affirmer que les conclusions du théoreme sont vraies dans notre cas.

Exemple

Soit MNOP un carré de c6té 1. Montrons qu'on a MO = /2.

On sait que M NO est rectangle en N, et le théoreme de Pythagore affirme I'implication suivante :
MNO rectangle en N = MN? + NO? = MO?.

Ainsi, on peut en déduire que MN? + NO? = MO?.

Et comme MO > 0, on obtient MO = VMN2 + NO2 =+/12 4+ 12 = /2.

Méthode (Prouver un v”) h
Pour prouver une assertion du type (Va € E, A(x)) :
e On prend un élément = de E quelconque, en écrivant "soit x € E”.
e On montre que A(z) est vraie. )
Méthode (Prouver un "37) h
Le plus souvent, pour prouver une assertion du type (3 € E, A(x)) :
On cherche a exhiber ou construire un élément x de E qui vérifie A(z).
Pour cela, plusieurs méthodes sont possibles, nous en verrons au cours de 'année. )

Exemple

On veut montrer ’assertion suivante : Va € Q,da € N*, ax € Z.

Soit x € Q. On veut montrer que pour ce = : da € N* tel que ax € N.

On cherche donc un a convenable. Pour cela, écrivons x sous forme d’une fraction d’entiers :
soient p,q € Z,q # 0 tel que x = g

On peut supposer que g > 0, quitte a transformer p et ¢ en leur opposé. On a donc p € Z et ¢ € N*.
Mais alors gxr = g=— = p € Z. Ainsi, choisir a = ¢ € N* convient !

e Montrer qu’en échangeant les quantificateurs, on obtient une assertion fausse.

2. Prouver une implication

Méthode (Raisonnement direct)
Pour prouver 'implication A = B, le plus souvent :
¢ On suppose que A est vraie;

¢ On montre qu’alors B est aussi vraie.
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4 )

Méthode (Raisonnement par contraposée)

Pour prouver I'implication A = B, il est parfois plus simple de prouver sa contraposée (non B) —>
(non A), auquel cas :

e On suppose que B est fausse;

L On montre qu’alors A est aussi fausse. )

Exemple

Montrons que pour tout entier n, si n? est pair, alors n est pair.

Cela se traduit par 'assertion : Vn € Z, (n2 pair = n pair).

Soit n € Z. On va montrer 'implication n? pair = n pair, par contraposée.

On va donc plutét montrer que n impair = n? impair.

On suppose que n est impair. On peut alors écrire n = 2k + 1 avec k € Z.

Mais alors n? = (2k + 1) = 4k? + 4k + 1 = 2(2k% + 2k) + 1. n? est bien impair.

D’ou l'implication : n? pair = n pair. On ’a montré pour n € Z quelconque, donc I'assertion voulue
est bien vraie.

3. Prouver une équivalence

( Méthode (Double implication) h

Pour prouver I'équivalence A <= B, on procede souvent par double-implication, c’est-a-dire qu’on
prouve séparément :

e le "sens direct” A — B;

e le 7sens indirect” B = A (I'implication réciproque).

S Pour chacun des deux sens, on peut choisir de raisonner par contraposée si c’est plus simple ! )

~

Méthode (Equivalences successives)

Pour prouver I’équivalence A <= B, on peut parfois plus simplement raisonner par équivalences suc-
cessives : on part de A, qu’on transforme en assertions équivalentes, jusqu’a arriver a B.
S C’est par exemple ce qu’on fait quand on résout des équations et inéquations! )

Exemple

Soient a,b € R On veut montrer I'équivalence : a et b sont du méme signe <= (a + b)? > (a — b)%.
On a la chaine d’équivalences successives :

(a+b)* > (a —b)? <= a® +2ab+ b* > a® — 2ab + b*
<= 2ab > —2ab
<= 4ab >0
< ab>0

<= aetb ont le méme signe
D’ou I’équivalence annoncée.

4. Quelques raisonnements classiques
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Méthode (Le raisonnement par 'absurde)
On souhaite prouver une assertion A. On peut procéder par d’absurde, c¢’est-a-dire :
e Supposer "par 'absurde” que A est fausse;

o Montrer qu’on aboutit alors a une contradiction ;

L En déduire que A est nécessairement vraie. )

Exemple

Montrons que v/2 est irrationnel, ¢’est-a-dire que /2 ¢ Q.

On suppose par 'absurde que v/2 € Q. Alors on peut écrire v/2 sous la forme d’une fraction irréductible :
a

V2 = 5 avec a,be Z, b+#0, et pged(a,b) = 1.

2
a
Mais alors 2 = —. et donc a2 = 2b2.

b2’
a® est donc pair, et donc l'entier a est pair. On peut écrire a = 2a’ avec a’ € Z.
On a donc (2a')? = 4a’? = 2b2, et donc 2a’? = b2
Mais alors b? est aussi pair, et donc ’entier b est pair.

a
Comme a et b sont tous les deux pairs, on pouvait simplifier la fraction 7" c’est absurde.

On a abouti & une contradiction, donc le nombre /2 est nécessairement irrationnel.

( Méthode (La disjonction de cas) h

Formellement, ce raisonnement par du constat que quelles que soient les assertions A et B, on a équi-
valence logique entre A et (Aet B)ou(Aetnon B).
Pour prouver A, on peut alors décider de séparer les cas en fonction de B :

e On suppose que B est vrai et on prouve A dans ce cas;

¢ On suppose a l'inverse que B est faux et on prouve A dans ce cas. )

.

Exemple

On veut résoudre I'inéquation |z| < 2x — 1 d’inconnue z réel, ce qui correspond a trouver les valeurs de
x € R pour lesquelles 'assertion A(z) : ”|x| < 2x — 17 est vraie.

Pour ”se débarrasser” de la valeur absolue, on réalise une disjonction de cas, en séparant le cas ot > 0
et le cas ou x < 0.

e Six >0, alors I'inéquation se réécrit x < 2z — 1, c’est-a-dire x > 1.
e Six <0, alors I'inéquation se réécrit —z < 2x — 1, c¢’est-a-dire © > —.
C’est impossible lorsque = < 0, donc il n’y a aucune solution dans ce cas.

Finalement, ’ensemble des solutions de I'inéquation est S = [1; 4o0].

( )

Méthode (La récurrence simple)

Soit P, une assertion qui dépend de n € N. Pour montrer que l’assertion P, est vraie pour tout entier
n > 0, par récurrence (simple) :

1. Initialisation : On montre que 'assertion Py est vraie.

2. Hérédité (ou ”itération”) : On fixe n > 0, et on suppose que P, est vraie. Sous cette hypotheése
("de récurrence”, HR), on montre que P, 41 est aussi vraie.

J
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Exemple

Montrons que pour tout n € N, on a n < 2".
Pour tout entien n, on considere 'assertion n < 2".

o Initialisation : Py s’écrit : 0 < 2° = 1, ce qui est vrai.

e Hérédité : Soit n > 0. On suppose que P, est vraie, c’est-a-dire que n < 2"™. Montrons que
n+1< 2t
Onan+1<2"+1.0r1<2"doncn+1<2”+2" =271 D’ou ’hérédité.

On en déduit par récurrence que Vn € N,n < 2™,

Remarque. L’initialisation se fait parfois & n = 1 au lieu de n = 0, ou méme parfois avec un autre entier ng.
Dans ce cas, on fixe n > ng dans I’hérédité, et on conclut que la propriété est vraie pour tout entier n > ng.

( )

Méthode (La récurrence forte)

Soit P, une assertion qui dépend de n € N. Pour montrer que l’assertion P, est vraie pour tout entier
n > 0, par récurrence forte :

1. Initialisation : On montre que 'assertion Py est vraie.

2. Hérédité (ou itération”) : On fixe n > 0, et on suppose que Py, Py, ..., P, sont toutes vraies.
Sous cette hypothése, on montre que P, est aussi vraie.

N\ J

Exemple

Soit (un)nen une suite réelle qui vérifie : ug = 1 et pour tout n € N, upy1 = ug+ug + ... + up.
On veut exprimer le terme général u, plus simplement.
Onauwy=uw=1lLuww=uywt+u=2,us=1+14+2=4 u4y=14+142+4 =8, u; = 16, etc.
On voudrait donc montrer que pour tout n > 1, on u, = 2" L.

Faisons le par récurrence forte, en considérant la propriété P, : u, = 2" 1.

o Initialisation : Pour n =1, on a u; = 1 = 2171, donc P; est vraie.

o Hérédité : Soit n > 1. On suppose que pour tout k entre 0 et n, on a uy = 251, On veut montrer

qu’alors w41 = 2".
n—1 n_

n n
2
o) = =1+4) w=1 §j2’“—1:1 §j2’f:1
naiuptl =Uug+...+uy —i—k:luk +k:1 —i—k:O +2_

1
=1+2"-1=2",
1
D’ou I’hérédité!
On en déduit par récurrence que pour tout entier n > 1, on a u, = 2" 1.
Remarque (La récurrence double). Parfois, on a besoin des deux "générations précédentes” pour montrer

I’hérédité. On procede alors par récurrence double : on doit initialiser avec Py et P, puis pour tout n > 0,
montrer que (P, et Pyy1) = P42 (hérédité).
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V Alphabet grec et notations

Voici la plupart des lettres de Ialphabet grec communément utilisées en cours de maths/physique.

Minuscule | Majuscule Nom
« alpha
I3 beta
¥ r gamma
0 A delta
€ epsilon
¢ zeta
n eta
0 © théta
L iota
K kappa
A A lambda

Minuscule | Majuscule Nom
7 mu
v nu
§ xi
T II pi
) rho
o by sigma
T tau
® ) phi
X chi (prononcé ki)
(0 v psi
w Q omega

Par ailleurs j'utilise régulierement les abréviations suivantes :

e tq., au lieu de "tel que”

e ie., pour id est qui signifie "c’est-a-dire” en latin

e eg., pour exempli gratia qui signifie "pour 'exemple” en latin

e NB., pour Nota Bene qui signifie "notez bien” en latin

J'utilise aussi la notation [, qui signale la fin d’une preuve. Cette notation (& 'instar de V,3, =) a été
démocratisée par Nicolas Bourbaki célebre groupe de mathématiciens du début du 20éme siecle. Evitez de
I’utiliser dans vos copies, ¢a pourrait paraitre un peu hautain.
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