Chapitre 17 — Polynémes

I L’ensemble R[X]| des polyndémes a coefficients réels

1. Définitions

Définition h
Rappel : on appelle fonction polyndémiale sur R tout fonction f : R — R qui admet une expression de

la f : .
a lorme f(x) = ap+ a1 + agx® + ... + apa" = Z ayz”
k=0

oun €N, et ag,a,...,a, € R sont appelés les coefficients de f.
On lui associe alors le polynéme P donné par P = ag 4+ a1 X + ...+ ai X", ot X est un objet appelé

e 14 .
\ l'indéterminée. y

\

Proposition
Deux fonctions polynomiales sur R sont égales si et seulement si elles ont exactement les mémes coefhi-

\_ cients. )

Démonstration. Soient f et g définies sur R par f(z) = S7_, apx” et g(x) = 37 bra®, avec n € N, et
ag, - -+, 0p,bo, ..., b €R.

Sion a Vk € [0,n],ar = by, alors f et g sont égales sur R puisqu’elles ont la méme expression.
Supposons maintenant que f = g sur R, et montrons que Vk € [0, n], ar = bg.

On procede par I'absurde, en supposant que ce n’est pas le cas. On pose alors ¢ le plus petit entier de
[0,n] tel que a; # b;. On a alors :

n n n n
f=g9g < V:UGR,Zak:rk:Zbkxk — VreR,a;x"+ Z apz’ = bzt + Z bz”
k=0 k=0 k=i+1 k=i+1

n n
= Vzx € R*,q; + Z akxk*" =b; + Z bkxkfi

k—i+1 k=i+1
n—i ] n—i ]
<~ Yz €R" a; + Z aiﬂmj =b; + Z bi+j$3
j=1 j=1
Or pour tout j > 1, 27 — 0.
r—0
n—i ) n—i ) n—i )
Dot : a; + a;+:2? — a;. Mais on a aussi a; + Qi ix? = b; + b :x? — b;.
7 Z 147 20 7 7 Z 147 7 Z 147 20 7
Jj=1 Jj=1 Jj=1
Donc a; = b; par unicité de la limite. C’est absurde, d’ou le résulat. O
4 N

Définition
« On dit que deux polynémes P = Y ap X* et Q = 3. b, X" sont égaux si et seulement si leurs
coefficients sont identiques : Vk € N, ap = by.

e On appelle polyndme nul le polynéme associé a la fonction constante égale a 0, ie le polynéme
dont tous les coefficients sont nuls. On le note 0.

e On appelle polynéme constant tout polynéme associé & une fonction constante, ie tout poly-
néme tel que Vk > 1,a; = 0.

e On appelle monéme tout polynéme qui a exactement un coefficient non nul, c’est-a-dire P =
ar X" avec k € N et aj, € R*.

o L’ensemble des polyndmes a coefficients réels est noté R[X].
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Exemple

Le polyndme défini par P(X) = 4X° +2X% —7X + 1 est associé a la fonction polynomiale f : z € R~
45 4 224 — Tz + 1.
P est non nul et non constant. Il est la somme de 4 mondémes : 4X° 2X4 —7X et 1 = 1X°.

Remarque. Nous ferons peu de différence entre polynémes et fonctions polynomiales. Et pourtant, il faut
bien se rendre compte qu’il ne s’agit pas de la méme chose!

Les polyndémes sont des objets plus abstraits, plus formels, qu’on peut appliquer aux réels, mais aussi a
d’autres objets, comme par exemple des matrices (carrées).

Ainsi, écrire P(x) = 0 revient a déterminer les réels = € R pour lesquels la fonction polynomiale P s’annule.
Alors qu’écrire P(X) = 0 revient a affirmer que le polyndéme P égal au polynéme nul (et donc qu’il s’annule
en tous les réels).

[ Définition (Degré) h

e Soit P =3 a, X" un polynéme non nul.
On appelle degré de P, noté deg(P), le plus grand entier n € N tel que a,, # 0. On a donc :

deg(P) =max ({k € N |ar #0})

Si deg(P) = n, on appelle coefficient dominant de P le coefficient a,,.
On dit que P est unitaire lorsque son coefficient dominant vaut 1.

o Par convention, le degré du polyndéme nul est deg(0) = —oo.
L o Pour tout n € N, on note R, [X] 'ensemble des polynémes réels de degré au plus n. )
Exemple

e Avec P(X) =4X%+2X*—7X +1, on a deg(P) = 5, et le coefficient dominant de P vaut 4.
P n’est donc pas unitaire.

e Les polynoémes de degré 0 sont les constantes non nulles.

e Les polyndmes de degré 1 sont les polynémes correspondant aux fonctions affines non constantes.
1

« Voila des polynémes unitaires de R3[z] : X3 — 5X2 ++/2, X% + §X +1, X3 -X?+X-1,1

e Vn € N,R,[X] C Rt [X]. On a aussi : RIX] = [ R, [X].

neN

2. Opérations sur les polynémes

Proposition

Les opérations suivantes sur les fonctions usuelles s’appliquent en particulier aux polyndmes, avec les
mémes propriétés de calcul, et fournit un résultat qui reste un polyndéme :
addition, produit par un scalaire, multiplication, composition.

Remarque. o Faire la somme de deux polynoémes revient a additionner deux a deux leurs coeflicients.
Multiplier un polynéme par un scalaire revient a multiplier chacun de ses coefficients par ce scalaire.

e Par contre, la multiplication et la composition se comportent moins agréablement en terme de calcul
des nouveaux coefficients! Il s’agit d’utiliser la distributivité (et les identités remarquables le cas
échéant), qui sont bien siir encore valables sur I'espace des polynémes.

e On ne peut pas a priori diviser un polynéme par un autre polynéme, méme s’il ne s’annule pas, car la
fonction obtenue n’a aucune raison de reste polynomiale !
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Exemple
Avec P=2X?4+3X-1letQ=X—1,0na:
a) P+Q=2X?+4X -2 b) 5P —2Q = 10X? + 13X — 3
) PxQ=2X3+X?>—-4X+1 d) PoQ=P(Q)=2X>-X -2
e) Qo P=Q(P)=2X%+3X -2

( )

Proposition
Soient P,Q € R[X],et \€ R. On a:
e deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q)), avec égalité si deg(P) # deg(Q).
o deg(AP) =deg(P) si A #0, et —oosi A=0.
o deg(PxQ) = deg(P)+deg(Q), et le coefficient dominant est le produit des coefficients dominants.
o deg(PoQ)=deg(P) x deg(Q) si Q@ # 0 ( et —oco ou 0 sinon).

\_ J

Démonstration. Tout est évident si P ou @ est nul.

n m
Posons P = Zaka et Q = Zlel, avec n,m € N et ap, b, # 0. On a alors :
k=0 =0

e Sim=mn,onabien P+ Q = Z(ak + bk)Xk donc deg(P + Q) < n.
k=0
Si par exemple m < n, en posant by = 0 pour k € [m + 1,n], on a de méme deg(P + Q) < n, et

le coefficient en X" vaut a,, # 0, donc deg(P + Q) = n.
n o m n+m
o« Px Q = Zzaklek_H = Z CiXi ou Ci = Z akbl.
k=01=0 1=0 k+1=1i
Le coefficient en X"t vaut a,b,, # 0, d’olt le degré et le coefficient dominant.
e PoQ = Y7 arQF, ot pour tout k € [0,n], deg(Q¥) = kdeg(Q). Comme les (km)i<p<, sont
deux a deux distincts, on a bien :

deg(Po @) =max ({k xdeg(Q) |1 <k <netap#0})=deg(P)deg(Q).
]
Remarque. On n’a pas toujours deg(P + Q) = max (deg(P), deg(Q)). Par exemple, avec P = X2 +5X — 2

et Q = —X2+4, on adeg(P+ Q) =1 car les degré sont égaux et les coefficients dominants se compensent.
C’est le seul cas o on n’a pas égalité, mais il faut y faire attention!

Corollaire
Pour tous P,Q € R[X], on a : PQ=0 <— P=00u@Q=0
(" Définition A
L On dit qu’un polynéme est pair lorsque P(—X) = P, et impair lorsque P(—X) = —P. )
( Proposition )
Un polyndme est pair si et seulement si tous ses coefficients d’indice impair sont nuls.
S Un polyndme est impair si et seulement si tous ses coeflicients d’indice pair sont nuls. )
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3. Polynoéme dérivé

(" Définition )

Soit P = Z aX* € R[X]. On appelle polynéme dérivé de P le polynéme P’ € R[X]| défini par :

k=0
n n—1
P = Z k:aka_l = Z(k + 1)ak+1Xk
\ k=1 k=0 y
Remarque. o Autrement dit, P’ est le polynéme associé & la dérivée de la fonction polynomiale 2 — P(x).

e Les regles de calculs sur les polynomes dérivés sont les mémes que celles sur les fonctions :

(P+Q) =P +@ (AP) = AP
(PQ) = P'Q+ PQ (PoQ) =Q x(PoQ)
Exemple

o Avec P=3X*—-2X% -7 ona P =12X3—-6X2

e Avec P= (X +1)* ona P =4(X +1)3.
On peut retrouver ce résultat en développant P par la formule du bin6éme :
P=X%4+4X3+6X2+4X +1donc P/ =4X3+ 12X2 + 12X + 4.

(" Proposition
. deg(P)—1 si deg(P)>1
. N —
Soit P € R[X]. Alors : deg(P’) = { - s des(P) <0
L Et dans le cas ot deg(P) =n > 1 : le coefficient dominant de P’ est na,.

Démonstration. Si deg(P) < 1, alors (P est une constante) on obtient P’ = 0, donc deg(P’) = —oc.
Sinon, soit n = deg(P) > 1. Alors les monomes de P’ sont de degré au plus n — 1, et le coefficient de
X" est na, # 0 puisque a, # 0 et n > 1.

Ainsi, on a bien deg(P’) =n — 1 = deg(P) — 1, et le coefficient dominant est le bon. O

( Définition

Soit P un polynoéme. On définit par récurrence pour tout k € N la dérivée k-iéme (ou d’ordre k) de P,
/
notée P®) par: PO =P e VkeN, P*+)= (P<k>) :

\.

IT Racines et factorisations

Soit P € R[X] et a« € R.

1. Racines et diviseurs

Définition h

On dit que « est une racine de P lorsque P(a) = 0. )
( Théoreme )
L@ est racine de P <= 3Q € R[X],P = (X — o)Q. )
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Démonstration. Si on peut écrire P = (X — )@, alors P(a) = (o — a)Q(a) = 0 : « est bien une racine
de P.

Supposons maintenant que « est racine de P. On veut montrer qu’on peut trouver @@ € R[X] tel que
P=(X-0a)Q.

On commence par le montrer dans le cas ot a = 0. Si @« = 0, on a P(0) = 0, donc ap = 0 (coefficient
constant nul). Ainsi, on peut bien factoriser P par X, et écrire : P = X x @ avec @ € R[X].

Dans le cas général, on pose P = P(X + a) € R[X].

On a alors : P = P(X — a) puisque P((X —a) +«a) = P(X) = P.

De plus, P(0) = P(0 + o) = P(a) = 0, donc 0 est racine de P. On peut donc écrire P = X x Q, avec
Q € R[X].

Onaalors P=P(X —a) = (X —a) x Q(X — a).

C’est bien le résultat voulu, avec Q = Q(X — a) € R[X]. O

Exemple

Avec P =2X3 — X% + 3, on voit que P(—1) = 0 donc —1 est racine de P.
On peut alors trouver @ € R[X] tel que P = (X + 1)Q.

On a deg(P) = deg(X + 1) + deg(Q), donc deg(Q) = 2.
On cherche donc a,b,c € R tels que P = (X +1)(aX? + bX + ¢).
On doit avoir P = aX?+ (a +b)X? + (b4 ¢)X + ¢, donc par égalité de deux polynomes, les coefficients
doivent étre deux a deux égaux. C’est toujours ce qui ce cache derriére une identification!
On obtient a =2, ¢ = 3, puis b = —3, et donc: P = (X +1)(2X? — 3X + 3).

_ NB: On peut aussi utiliser la méthode de la preuve, en posant :
P=P(X—-1)=2(X -1 - (X -1)*4+3=2X? - 7X? 4+ 8X = X(2X? - 7X +38).
Onaalors P=P(X +1)=(X+1)2(X +1)?-7(X +1)+8) = (X + 1)(2X? - 3X + 3).

Corollaire (Factorisation par plusieurs racines distinctes)

Soient a, ..., a, € R deux a deux distincts, avec p € N*. Alors :
ai,...,op sont racines de P <= dQ eRX|,P=(X—01)... (X —ap)Q

Démonstration. On factorise d’abord par (X — 1) en écrivant P = (X — a1)Q1 avec Q1 € R[X].

Puis P(ag) = 0, donc (a2 —a1)Q1(a2) = 0. Mais as — vy # 0, donc nécessairement s est racine de Q1.
On peut donc écrire Q1 = (X — ag)Q2 avec Q2 € R[X], et donc P = (X — a1)(X — a2)Qa.

On recommence avec ag, qui est racine de P, et donc de Q2 puisque (a3 — a1)(asz — az) # 0.

Et ainsi de suite. Formellement, on devrait procéder par récurrence. O

Corollaire (Degré et nombre de racines distinctes)
Soit n € N.
e Si P est non nul et admet n racines distinctes, alors deg(P) > n.
o Si deg(P) = n, alors P admet au plus n racines distinctes.

n
o Sideg(P)=n et P admet n racines distinctes aq,...,a,, alors: P =a, H (X — ag),

ou a, est le coeflicient dominant de P. k=1

Corollaire (Polynome nul et racines)
e Si P € R,[X] et P admet n+ 1 racines distinctes, alors P = 0.

o Tout polyndéme qui s’annule une infinité de fois est le polynéme nul (c’est par exemple le cas si P
est nul sur un intervalle).

Une ou deux applications ?

Rappel. Tout polyndéme de degré impair admet au moins une racine réelle... par TVI!
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2. Multiplicité d’une racine

On connait déja la notion de racine double pour un polynéme de degré 2, lorsque le discriminant est
nul. On sait qu’on peut alors écrire P = ag(X — 79)2.

Exemple

Prenons P = X3 —3X +2.

On remarque que 1 est racine de P, et on factorise par (X —1): P = (X —1)Q avec Q = X2+ X — 2.
Mais on a encore (1) = 0, donc on peut factoriser de nouveau @ par (X —1)!
Q=X?>4+X-2=(X—-1)(X+2),doncona P=(X—-1)(X —1)(X+2) = (X —-1)}(X +2).

De nouveau, on va dire que la racine 1 « compte double » puisque P se factorise par (X — 1)2.

1 sera donc une racine double de P, et —2 une racine simple.

( Définition )
Soit P € R[X] un polynéme non nul, & € R et m € N*.
On dit que o est une racine de P d’ordre m lorsqu’il existe @ € R[X] tel que :

P=(X-a)"Q etQ(a)#0

m est appelé 'ordre de multiplicité de a (comme racine de P).

.
( Définition )
Soit P € R[X] non nul et a € R une racine de P. On dit que « est :

e racine simple de P lorsque son ordre de multiplicité est 1.

e racine double de P lorsque son ordre de multiplicité est exactement 2.

L racine multiple de P lorsque son ordre de multiplicité est supérieur ou égal a 2.

Exemple

Donner les racines avec ordre de multiplicité du polynéme suivant : P = (X3 — 1)2(X2 — 4X + 4)3.

Théoréme (Caractérisation des racines multiples)
Soit P € R[X] non nul et a € R.
o « estracine simple de P <= P(«a) =0et P'(a) #0.
o « est racine multiple de P <= P(a) =0et P'(a) = 0.

Démonstration. On suppose que « est racine de P, donc qu’on peut écrire P = (X —a)Q avec Q € R[X].
Il s’agit alors de montrer que Q(a) =0 < P'(a) = 0.

Orona P =1xQ+ (X —-—a)Q =Q+ (X —a)Q', donc P'(a) = Q(a) + 0.

Dot : Q(a) =0 <= P'(a) =0, et donc « est racine multiple si et seulement si P'(«) = 0. O

Théoréme (Généralisation)
Soit P € R[X]| non nul, « € Ret m € N*. On a :
VEk € [0,m — 1], P®)(a) =0

a est racine de P d’ordre m <= { P (a) #0

Exemple
Soit n € N.
1. Montrer que 1 est racine simple de P = X"t — X»~1 — X 4+ 1.
2. Montrer que 1 est racine double de P = X"+ — X" — X 4+ 1.
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( )

Proposition
Soit n € N et P € R[X].
e Si P est non nul et admet n racines comptées avec multiplicité, alors deg(P) > n.

o Sideg(P) = n, alors P admet au plus n racines comptées avec multiplicité.
e Si deg(P) = n et P admet n racines comptées avec multiplicité, alors on peut écrire P =
n

an H(X —ag), ou ay est le coefficient dominant de P, et a,...,a, € R.
k=1

S On dit alors que P est scindé sur R. )

3. Généralisation aux complexes
Les résultats ci-dessus sont encore tous vrais pour des polyndmes a coefficients complexes, et des racines

dans C. On note C[X] I'ensemble des polynémes a coefficients complexes.

On a R[X] C C[X], donc on peut parler de racine complexe pour un polynome & coefficients réels. On a
alors :

Proposition

Soit P € R[X] et z € C. Alors :  z est racine de P si et seulement si Z est racine de P.

Démonstration. P(2) =0 <= P(2) =0 < Y7 qaxzF =0 <= Y7 axz" =0 < P(z) =0
puisque Vk € [0,n],ar € R donc ag = ag. O

Théoréme (fondamental de l’algébre)

Tous les polynémes de C[X] sont scindés dans C.

Corollaire

Tout polynoéme P € R[X] est scindé dans C.
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