Chapitre 2 — Trigonométrie

I Définition

- —
On se place dans un repére orthonormé (O, 1,7 ), et on consideére C le cercle de centre O et de rayon

1 (cercle trigonométrique).

(" Définition A
Soit 8 € R et M 'unique point de C tel que I’angle orienté ( i,OM ) ait pour mesure (en radians) 6.
Alors on définit (cos(f),sin(f)) comme étant les coordonnées du point M dans le repere.

in(6
Si cos() # 0, on définit tan(d) comme étant le quotient tan(f) = sm((g))
cos
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Remarque. sin(f) et cos(f) sont définis pour tout § € R. Par contre, tan(f) est n’est pas défini en E, —g,

et tous les angles associés. Son domaine de définition est R\ {g +krm| ke Z} = U }—g + km; g + km|.

kez
Dans toute la suite, les formules impliquant la tangente sont vraies des qu’elles ont un sens!

Proposition
On a pour tout 6 € R, cos?() + sin?(0) = 1.

Et de tan?(0) + 1 = .
és que ¢a a un sens : tan“(0) + cos2(0)
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II Symétries et périodicités
Les symétries du cercle permettent d’énoncer de multiples formules, a savoir retrouver a partir d’un dessin !

Reégle de calcul

cos(z + 2m) = cos(x) sin(z + 27) = sin(x) tan(x 4 27) = tan(z)

cos(—z) = cos(x) sin(—z) = — sin(z) tan(—x) = — tan(z)
cos(m 4+ x) = — cos(x) sin(m + z) = —sin(z) tan(m + x) = tan(z)
cos(m — x) = — cos(x) sin(m — z) = sin(x) tan(m — x) = — tan(x)

cos (;r + x) = —sin(z) tan (72r + ac) - _tanl(x)

cos (;T - 36) = sin(x) tan (;T - x) - tanl(x)

Remarque. On trouve notamment que les fonctions cos, sin et tan sont toutes 2m-périodiques (tan est méme
m-périodique), que cos est paire et que sin et tan sont impaires.

III Formules d’addition et conséquences

Pour tous a,b € R, dés que ¢a a un sens :

Proposition

cos(a +b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) et  sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

Corollaire

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)

tan(a + b) =

cos(2a) = cos?(a) — sin?(a)
=1 — 2sin’(a)
= 2cos?(a) — 1

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
tan(a) — tan(b)
1 + tan(a) tan(b)

tan(a — b) =

sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

Démonstration. Pour les formules avec a — b, on utilise simplement I’écriture a — b = a + (—b) et les

propriétés de parité.

Pour les formules avec 2a, on écrit simplement 2a = a + a, et on utilise le fait que cos® 4 sin? = 1.

e T SR
L= tanf:i;j;fi;(lb)_ coss(li)(goi(zgg cos(a) cos () = cos(a) cos(b)
Done T (@) tan(b) — cos(a+b) _ An@+): -
Corollaire
cos(a) = COS(Q;) Lot sin(a) = 1_“2’8(2“)
Chapitre 2 1BioB — Maths Page 2



IV Equations trigonométriques simples

( Proposition )
Soit a € R.
e Si|a| > 1, alors I’équation cos(z) = a n’a aucune solution réelle.
e Sia € [—1;1], 'équation cos(z) = a admet une unique solution xy dans l'intervalle [0; 7.
9 L’ensemble des solutions de 'équation est alors S = {xog + 2kw |k € Z}U{—xo+2kn |z € Z}. )
Remarque. o Pour a € [-1;1], xy s’appelle I'arccosinus de a, et est noté arccos(a) (ou parfois acos(a)
ou cos~!(a)). On a arccos(a) € [0; 7.
r = 027
o Pour tous z,0 € R, on a cos(z) = cos(f) <= ou
r = —0[27]
(" Proposition )
Soit a € R.
e Si|a| > 1, alors I’équation sin(z) = a n’a aucune solution réelle.
e Sia € [—1;1], 'équation sin(x) = a admet une unique solution xy dans I'intervalle [—g ; g {
9 L’ensemble des solutions de I’équation est alors S = {z¢ + 2k7 | k € Z}U{m — zo + 2k7 | x € Z}.)
Remarque. o Pour a € [—1;1], zg s’appelle 'arcsinus de a, et est noté arcsin(a) (ou parfois asin(a) ou
.1 . ™ s
sin”"(a)). On a arcsin(a) € 5 5|
x = 0 27|
o Pour tous z,0 € R, on a sin(z) = sin(f) <~ ou
x = w—0[27]
(" Proposition )
: X . cos(0) . :
Soient ¢, s € R. Alors le systeme d’équations in(6) admet des solutions si et seulement si
sin = s
?+s2=1.
Si c’est le cas, il admet une unique solution g dans l'intervalle | — 7; 7], et I’ensemble des solutions est
S={xo+2kn |keZ}.
9 {zo | } J
Proposition )
Soit a € R. Alors I’équation tan(x) = a admet une unique solution xo dans 'intervalle [—g ; g [
kL’ensemble des solutions de ’équation est alors S = {xg + krw | k € Z}. )
Remarque. o Pour a € R, ¢ s’appelle 'arctangente de a, et est noté arctan(a) (ou parfois atan(a) ou
—1 ™ ™
tan™"(a)). On a arctan(a) € 5 5

o Pour tous z,0 € R avec 6 # g [r], on a tan(x) = tan(f) <= = =0 [x].

Pour résoudre une équation faisant intervenir un cosinus ou un sinus, on se ramene a une de ces équations
simples, éventuellement a ’aide d’un changement de variable.
Et pour une inéquation : il faut toujours s’aider du cercle trigonométrique!
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V Transformation de acos(f) + bsin(f)
( )

Proposition
Soient a,b € R tels que (a,b) # (0,0). Alors on a, pour tout § € R :

acos(f) + bsin(0) = rcos(f + ¢)

a —b
ol r = Va2 + b? et © vérifie cos(y) = ——— et sin(p) = ———.

\_

Démonstration. Pour r > 0 et ¢ € R, on sait que rcos(f + ¢) = r(cos(#) cos(¢) — sin(f) sin(p)) =

(rcos(p)) cos(8) + (—rsin(yp)) sin(0).

Analyse : On cherche donc r et ¢ qui vérifient : reosp) = a .
—rsin(p) = b

En additionnant le carré de chacune des deux lignes, on voit que r doit vérifier 2 = a? + b%. On pose

donc r = Va? + b2.

Le systeme devient . —b _
sin = —_—
Comme( a >2+< —b )2_a2+b2
veire) \Veiw) " ao+w
Synthése : Posons r = va? + b2 et ¢ € R une solution du systéme ci-dessus. Alors on a bien pour tout
0 € R :rcos(0+ ¢) =r(cos(f)cos(p) — sin(f) sin(¢)) = acos(f) + bsin(h). O

<

=1, le systeme admet bien des solutions.

Exemple

On veut résoudre 1’équation /3 cos(x) — sin(x) = v/2 d’inconnue z € R.
Pour cela, on cherche (r,¢) € R% x R tels que pour tout z € R, v/3 cos(x) — sin(z) = r cos(f + ¢).
On sait que 72 = V3 4 (—1)? = 4 donc on pose r = 2.

3 . () -1 1 4 T
= — sin = — = —, donc on pose p = —.
5 sin(y) = — =2, pose ¢ =

>

Puis on sait que cos(p) =

—~

On peut donc écrire /3 cos(z) — sin(z) = 2 cos (a: + g) pour tout z € R.

L’équation devient alors 2 cos (a; + g) = /2, c’est-a-dire cos (g; + W) =

6
T T T T i
- = — = —-—= =— |2
v+ = q v 16 1 27
Ceci est équivalent & : ou , C’est-a-dire ou
T m o
T = — 27 = - =—112
1 ) - ! 176~ 12 2
D’ou finalement S = {17; +2km | k € Z} U {1; +2km | k € Z}.
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