Chapitre 22 — Applications linéaires

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C, et E, F', G désignent des K-espaces vectoriels.

I Premiéres définitions

(" Définition )
Une application linéaire de E dans F est une application f: E — F qui vérifie :
Vu,v € E\VA €K, f(Au+v)=Af(u)+ f(v)

Autrement dit : elle préserve les combinaisons linéaires.
On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F.

.
Remarque. Deux autres définitions possibles, équivalentes a la premiere, sont :
e Yu,v e E, f(u+v) = f(u)+ f(v) et VYueEVAeK, f(Au)=Af(u)
o Yu,v € E.VA\ peK, f(Au+pv) = Af(u)+ pf(v).

Exemple

1. Soit f: (z,y,2) € R® — (z — 22,2z +y + z) € R%. Montrons que f est une application linéaire de
R3 dans R2. Ici, K =R, et R3 et R? sont bien des R-espaces vectoriels.
Soient u = (z,y, ) et v = (2,9, 2') deux vecteurs de R3. Soit A € R. On a :
A +v=Ax+ 2, \y+vy, z+2), et donc :
fOu+v)=Az+a' -2 z+2), 20 +2" )+ y+y + Az +2') = (Mo —22)+2" =22/ N2z +y+
z) 422" +y' +2') = Af(u)+ f(v). Donc f est bien une application linéaire! On note f € £ (R3,R?).
2. Montrer de la méme maniére que g : (z,y) € R? — (v +y,z —y) € R? est une application linéaire.
3. Soit h : (z,y) € R? = zy € R. h((1,0) + (0,1)) = h(1,1) = 1 mais h(0,1) = h(1,0) = 0 et
040 1.
Ainsi, h ne préserve pas la somme : ce n’est pas une application linéaire de R? dans R.

Propriété
Soit f une application linéaire de F dans F'. Alors :
e f(0g) =0F;

o Vne N* Vui,...,un, € E\NA, ..., \p € K: f<2)\kuk> = NS (up).
k=1 k=1

Démonstration. e Onsait que f(0g+0g) = f(0g)+f(0g), donc f(0g) = 2f(0g). D’ou: f(0g) = Op.

e (C’est vrai pour n = 1 et n = 2 par la définition des applications linéaires. On étend & n quelconque
par récurrence !

O

Exemple (Applications linéaires essentielles)

o L’application nulle v € £ — 0 € F est une application linéaire de E dans F. En effet, toute
combinaison linéaire de O donne encore Op !

e L’application identité : u € F — u € E est une application linéaire de F¥ dans E.

e Pour tout a € K, 'application u € E +— au € E est une application linéaire de F dans FE, appelée
I’homothétie de rapport a.

o Pour tout n € N* et tout k € [1,n], Papplication k-iéme coordonnée : (xi,...,z,) € K" —
xi € K est une application linéaire de K™ dans K.

« Pour tout intervalle I, I’application dérivée : f € D'(I,R) — f' € F(I,R) est linéaire.
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Exemple (Contre-exemples)
 L’application (z,y) € R? = x +y + 1 € R n’est pas linéaire.
Tout simplement, I'image du vecteur nul (0,0) est 1 # 0!
« L’application f : (z,y) € R? = 22 + %2 € R n’est pas une application linéaire. En effet, f(0,2) = 4
mais 2 X f(0,1) =2x1=2.

( )

Définition
e Une application linéaire de E dans FE est appelée un endomorphisme de F.
On note L£(E) 'ensemble des endomorphismes de E.

e Une application linéaire bijective de E dans F' est appelée un isomorphisme de F dans F'.

e Une application linéaire bijective de E dans lui-méme est appelée un automorphisme de FE.
On note GL(E) I'ensemble des automorphismes de E. y

\_

Exercice 1. 1. Montrer que f : (z,y,2) € R® — (z — 2y + 2,3y,2z — y) est un endomorphisme de
R3.
2. A-t-on f € GL(R?) ?

Solution :
Pour la question 2, on montre que tout vecteur de R* admet un unique antécédent par f. Soit u = (a,b,c) €
R3.

Pour tout (r,y,2z) € R® on a f(z,y,2) = u <= ... <= (z,y,2) = (

2a+b—c b b+ 3c ..

5 3 g )odon
I'existence et 1'unicité d’un antécédent par f. De plus, on obtient f~', et on peut prouver aisément qu’on a
encore f~! € GL(R?).

II Opérations sur les applications linéaires
4 )

Proposition
Soient f,g € L(E,F) et X\ € K. Alors :

. f4+geL(E,F) . M E€L(E,F)

Autrement dit : une somme d’applications linéaires de E dans F' est encore une application linéaire de
FE dans F'; le produit par un scalaire d’une application linéaire de F dans F' est encore linéaire. )

\_

Démonstration. Notons h = f + g et i’ = Af. On a clairement h,h’ : E — F. Montrons que ces deux
applications préservent les combinaisons linéaires. Soient u,v € E et u € K.

h(pu +v) = f(pu+v) + g(pu+v) = pf(u) + f(v) + pg(u) + g(v) puisque f et g sont linéaires. D’ou :
h(pu 4+ v) = p(f(uw) + g(u)) + (f(v) + g(v)) = ph(u) + h(v). Ainsi h est bien linéaire.

De plus, W' (uu +v) = Mf(pu 4+ v) = Muf(u) + f(v)) puisque f est linéaire. D’ou :

B (pu+v) = p(Af(w) + Af(v) = ph/(u) + B/ (v). Ainsi, ' est encore linéaire. O

Remarque. Ainsi, I'espace L(E, F') muni de I'addition et de la multiplication par un scalaire est lui-méme
un espace vectoriel! Son élément nul est 'application nulle de E dans F.
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( )

Proposition (Composition)

Soient f € L(E,F) et g€ L(F,G). Alors go f € L(E,QG).
Autrement dit, lorsqu’elle a un sens, une composée de deux applications linéaires est encore une appli-

kcation linéaire. y
4 Propriété R
e Vf,g€ L(E,F),Yh € L(F,G),YA\€K: ho(Af+g)=Mof+hog.
L VfeL(E,F)Yg,he L(F,G),Y\€eK: (Ag+h)of=Agof+hof. )
Remarque.  La composition n’est pas commutative! Par exemple, avec f : (z,y) € R? — (y,r) € R?
et g: (x,y) €ER?— (x+y,x —y) €R? on a bien go f et fog définis dans L(F), mais .............
e Si f € L(E), on note souvent f2= fo f, et f3= fofof, etc
Ici, la puissance se fait pour la composition et pas pour le produit (¢a n’aurait aucun sens!).
Par exemple, avec f ci-dessus : % = idg et f11 = f.
¢ On a encore la formule du binéme dans le cas de deux endomorphismes de E qui commutent.
( Proposition )
1. Soit f un isomorphisme de E dans F. Alors sa bijection réciproque f~! est encore un isomor-
phisme, de F' dans FE.
2. Soit f un isomorphisme de E dans F' et g un isomorphisme de F' dans G.
L Alors g o f est un isomorphisme de E dans G, et : (go f)_1 =flog™l )
Remarque. e Dans le cas ou F' = E, on obtient que la réciproque d’'un automorphisme de E est encore

un automorphisme de E, et que la composée de deux automorphismes est encore un automorphisme.

o Attention, la somme de deux isomorphismes n’est pas un isomorphisme en général!

IIT Image et noyau

1. Définitions

Définition )
Soit f € L(E, F). On appelle :
o noyau de f, noté Ker(f), 'ensemble des antécédents de O par f :
Ker(f) ={ue E[ f(u) =0r}
o image de f, noté Im(f), 'image directe de E par f :
. m(f) = {/(w) | u€ B} = [(B) )
( Proposition )
L Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E. « Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'. )
Démonstration. o Pour Ker(f). On a directement Ker(f) C E par définition, et comme f est li-

néaire, f(0g) = O, donc O € Ker(f).
Soient u,v € Ker(f) et A € K. Montrons que Au + v € Ker(f). On a :
fAu+v) =Af(u) + f(v) = A0p + 0p = 0p, d’ott Au+ v € Ker(f).
o Pour Im(f). On a directement Im(f) C F' et 0p = f(0g) € Im(f).
Soient u,v € Im(f) et A € K. Comme u,v € Im(f), on peut écrire u = f(a) et v = f(b) avec
a,b € E. Mais alors Au+v = Af(a) + f(b) = f(Aa+b) ot Aa+b € E, donc A\u+v € Im(f).
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( Méthode (En dimension finie)

Pour déterminer une base et la dimension du noyau : on écrit Ker(f) = {u € E | f(u) =0}
sous forme cartésienne. On met cet espace sous forme paramétrique pour l'exprimer comme un Vect,
et en déduire une base et sa dimension.

Pour déterminer une base et la dimension de I’image : on écrit Im(f) = {f(u) |ue E}
directement sous forme paramétrique, qu’on écrit comme un Vect. On en déduit une base et la dimension.

La famille obtenue dans un Vect est une famille génératrice de ’espace considéré, mais pas
g
forcément une base! Il faut vérifier qu’elle est libre, et sinon on doit extraire.
. a J

Exercice 2. Pour chacune des applications suivantes : vérifier qu’elle est linéaire, et déterminer une
base et la dimension du noyau, puis de l’image.

a) f(z,y,2) = (x =2y + 32,2z +y — 22) b) g(x,y) = (x —y, 22 + 3y, —z,5y + )
c) a(z,y,2) =(r—y—32,2x —z,z + y + 2z2) d) h(z,y,z,t) = (—y,my,z —mz—1t), ou m €R

2. Lien avec l’injectivité / la surjectivité

Théoreme
Soit f € L(E,F).
o [ est surjective si et seulement si Im(f) = F.

o f est injective si et seulement si Ker(f) = {0g}.

Démonstration. o C’est immédiatement la définition de Im(f)!

o Supposons que f est injective. Alors O a au plus un antécédent par f. Mais on sait que f(0g) = Op,
donc Og est I'unique antécédent de 0p par f. D’ou Ker(f) = {0g}.
Supposons désormais que Ker(f) = {Og} et montrons que f est injective. Soient u,v € E tels que
f(u) = f(v). 1l S’agit de montrer que u = v.
On sait que f(u) = f(v), donc f(u —v) = f(u) — f(v) = Op. Mais alors u — v € Ker(f), donc
u—v=0g.
Ainsi : u = v. D’out 'injectivité de f, et donc le résultat.

[
[ Méthode )
Pour montrer qu’'une application linéaire f € L(E, F') est injective :
e On pose un vecteur u € E tel que f(u) = 0.
e On montre que nécessairement u = 0.
L On en déduit que Ker(f) = {Og}, et donc f est injective. )

Exemple

Montrer que l'application f : (z,y) € R? — (x +y,x — ) est injective.
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IV Applications linéaires en dimension finie

Dans cette section, E est un K-espace vectoriel de dimension finie n € N, et I est un K-espace-vectoriel
quelconque.
1. Détermination par I'image d’une base
Soit f une application linéaire de E dans F et B = (eq,...,e,) une base de E.
n

Alors pour tout u € F, on peut décomposer « dans la base B par u = Z Aex, et on a alors
k=1

flu)=f <Zn: Ak€k> = z": A f(ex)
k=1 k=1

Ainsi : il suffit de connaitre f(e;),..., f(e,) pour connaitre entiérement ’application f.

Théoréme

Soit B = (eq,...,e,) une base de E. Alors pour toute famille 7 = (vi,...,v,) de vecteurs de n, il
existe unique application linéaire f : £ — F telle que Vk € [1,n], f(ex) = vg.
Démonstration. o Existence. Pour définir f, on doit donner les images f(u) pour tout u € E.
n
Soit u € E. On sait qu’il existe une unique décomposition de u dans la base B en u = Z Ak€-

k=1
On définit alors f(u) par

Flu) =" Mvp
k=1

On vérifie aisément que pour tout k € [1,n], f(ex) = vk. Il reste a vérifier que application f ainsi
n n

définie est linéaire de E dans F'. Soient u,v € E et A € K. On écrit u = Z apeg et v = Z Brey.

k=1 k=1
On a alors \u +v = Z aper + Z ABrer = Z (o + ABk) ek
k=1 k=1 k=1
Dot f(Au+v) =Y (ar+ABp) vk = D ojvr + A Y, Brve = f(u) + Af(v).
k=1 k=1 k=1

f est bien une application linéaire, donc elle convient.
n

e Unicité. Si f et g conviennent, alors pour tout u € E, en écrivant u = Z Ak€p, on a :
k=1

flu) = Z Mo f(er) = Z AUk = Z Aeg(er) = g(u) par linéarité de f et g.
k=1 k=1 k=1

D’ou f :_g. On a bien l'unicité.

Corollaire

e Pour définir une application linéaire de E dans F' | il suffit de donner 'image des vecteurs d’une
base de E.

e Pour prouver I'égalité de deux application linéaires de E dans F', il suffit de prouver qu’elles sont
égales sur une base de F.
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( )

Proposition
Soit B = (e1,...,e,) une base de F et f € L(E, F). On note F = f(B) = (f(e1),..., f(en)). Alors :
e f est injective si et seulement si F est libre.

o f est surjective si et seulement si F est génératrice de F'.

o f est bijective (isomorphisme) si et seulement si F est une base de F.

\_

Démonstration. e Supposons f injective. Montrons que F est libre. Soient Aq,..., A, € K tels que

> Auf(er) =0p.
k=1

n n
Alors f (Z /\kek> = O, donc par injectivité, Z Aper = 0g.
k=1 k=1
Ainsi, par liberté de la base B : Ay = ... = A, = 0. D’ou l'injectivité.
Supposons réciproquement que la famille F est libre, et montrons que f est injective. On prend
u € F tel que f(u) = 0, et on doit montrer que u = 0.
n

On décompose u = Z e dans la base B, et on peut alors écrire f(u) = Z Mef(ex) = Op.
k=1 k=1

n
Ainsi, par liberté de F : Ay =... =\, =0, et donc u = Z Awep = 0g.
k=1
o C’est évident apres avoir écrit que Im(f) = Vect(F) (voir un peu plus bas).

o Il suffit de combiner les deux points précédents !

2. Rang d’une application linéaire

Soit f € L(E,F) et B= (e1,...,e,) une base de E. Alors :
Im(f) ={f(u) |luc E} = {f <Z)\kek> |)\1,...,/\neK}
k=1

= {zn:)\kf(ek) |)\1,...,>\nEK}

k=1

= Vect (f(e1),..., f(en))

Ainsi, Im(f) est engendré par la famille (f(e1),..., f(en)).
En particulier, ¢’est un espace de dimension finie, et dim(Im(f)) < dim(E).

Définition

On définit le rang d’une application linéaire f : E — F, noté rg(f), par : ’rg(f) = dim(Im(f)) ‘

Avec (eq,...,e,) une base de E, il s’agit aussi du rang de la famille (f(e1),..., f(en)).

Théoréme
Soit E deux espaces de dimension finie. Alors :
rg(f) < dim(FE) et rg(f) < dim(F).

—_

2. f est injective <= rg(f) = dim(E).
3. f est surjective <= rg(f) = dim(F).
4. f est un isomorphisme <= rg(f) = dim(£) = dim(F).
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Démonstration. On écrite B = (e, ..., e,) une base de E, et F = f(B) = (f(e1),..., f(en)). On note
aussi p = dim(F).

1. rg(f) =rg(F) <met rg(f) < p puisqu’'on a n vecteurs dans un espace de dimension p.

2. f est injective <= F est libre <= rg(F) = Card(F) <= rg(F) = dim(F)

3. f est surjective <= F est génératrice de F' <= rg(F) =dim(F) <= rg(F)=dim(F)

4. f est bijective <= f est injective et surjective <= rg(f) = dim(F) et rg(f) = dim(F)

Corollaire
Soient E, F' deux K-ev de dimension finie.
o Il existe une application linéaire injective de E dans F' <= dim(F) < dim(F).
o Il existe une application linéaire surjective de F dans F' <= dim(E) > dim(F).
o Il existe un isomorphisme de F dans F <= dim(F) = dim(F).

3. Théoreme du rang et conséquences

On a vu que si E est de dimension finie, alors Ker(f) et Im(f) sont deux espaces vectoriels de di-
mension finie : Ker(f) parce qu’il est inclus dans F, Im(f) parce qu'il est engendré par la famille finie

(f(el)a AR f(en))

Le théoréme suivant, trés important, relie les dimensions de Ker(f) et de Im(f).

Théoréme (Théoréme du rang)

Soit E, F' deux espaces vectoriels, avec E de dimension finie. Soit f € L(E, F'). Alors :

dim(E) = dim(Ker(f)) + rg(f) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))

Démonstration. Soit (eq, ..., ex) une base de Ker(f) C E, qu’on compléte en une base (e1, ..., €k, €xi1,---,€n)
de F.

Alors la famille image est (f(e1),..., f(ex), f(€xt+1),---, f(en)) = Op,...,0p, f(€rt1),.-., f(en)).
On a donc que Im(f) est engendré par la famille C = (f(eg+1),. .., f(en)), qui est de cardinal n — k.

Pour prouver que dim(Im(f)) = n — k, on doit alors prouver que la famille C est libre.
n

Soient Agi1, ..., A, € K tels que Z Xif(e;) =0p.

i=k+1

Alors f Z Aie; | = 0p, donc Z Aiei € Ker(f).

i=k+1 i=k+1

n k k n
Ainsi, il existe u1, ..., ug tels que Z i€ = Zuiei, et donc Z —pie; + Z Ne; = 0g.
i=k+1 i=1 i=1 i=k+1
Par liberté de la base B, on obtient 1 = ... = pp = A\gr1 = ... = A, = 0. D’ou la liberté de C.
C est alors une base de Im(f), donc dim(Im(f)) =n — k = dim(F) — dim(Ker(f)). O
Corollaire

Soient E, F' deux espaces vectoriels de dimension finie tels que ‘dim(E) = dim(F) ‘ Soit f € L(E,F).
Alors :

f est injective <= f est surjective <= f est bijective

C’est en particulier vrai lorsque F' = E, c’est-a-dire pour des endomorphismes en dimension finie!
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V  Matrice(s) d’une application linéaire

Dans toute la fin du chapitre, E est un espace vectoriel de dimension finie p, muni d’une base B =
(é1,...,€p), et F' est un espace vectoriel de dimension finie n munie d’une base C = (e1,...,¢&p).
1. Associations entre matrices et applications linéaires
2. Lien avec les opérations

3. Calcul du noyau et de I’image
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