[ Chapitre 6 — Sommes et produits

I Familles

Soit E et I deux ensembles.

( Définition )
I - FE

T = a

On note (a;);er une telle famille : on oublie tres vite application pour y penser comme une collection
d’objets paramétrée par des indices.

I est appelé 'ensemble d’indexation. L’indice ¢ € I est une variable muette !

On dit que la famille est finie si I’ensemble d’indexation I est fini.

\_ J

On appelle famille d’éléments de E indexée par I toute application a : {

Remarque. On a vu que Pensemble des applications de E dans F se notait F¥.
Ainsi, on note ET ensemble des familles d’éléments de E indexées par I. On note alors (ai)ier € ET.

Exemple
. (2171')1‘6[[3,10]] est une famille de réels indexée par I = [3,10]. Elle correspond a une application
a: [3,10] — R, qui vérifie par exemple ag = § et ag = 5s. On note (ai)ie[s,0] € RE3.10,

e Une suite de nombres réels est simplement une famille de réels indexée par les entiers naturels.
L’ensemble des suites réelles est donc noté RN.

Dans la suite de ce chapitre, on s’intéresse a des familles finies de nombres (réels ou complexes), indexées
par des entiers ou des couples d’entiers, et on considere leur somme ou leur produit.
On verra que ces notions se généralisent intuitivement aux familles de nombres indexées par un ensemble
fini quelconque.

I Sommes

1. Notation X et généralités

Soient n,p € Z et (ax)ie[np) une famille de réels (ou de complexes) indexée par [n, p].

@ Notation )
p
Si n < p, on note Z ap ou Z aj, ou encore Z ay la somme @y, + Gpp1 + ...+ Gp—1 + ap.
k=n n<k<p ke[n,p]
p

Sin > p, 'ensemble d’indexation est vide, et on décide que la somme Z ay, est nulle (somme vide).
N\ e y
Remarque. e Il yap—n+41 termes dans cette somme. Il est crucial de savoir compter le nombre de

termes qui interviennent dans une somme !

o Lorsqu’on somme une quantité constante, (aj est indépendant de l'indice k), alors la somme vaut le
nombre de termes fois la constante.

e L’indice de sommation est une variable muette! La valeur de la somme ne peut pas dépendre de cette

p p
variable... On a Z ap = Z a;

k=n i=n
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Exemple

25 n
Z2z2><(25—10+1):32 . PourtousneNetceR:Zc:(n+1)c
i=10 k=0

« Soit (ax)ren € RN une suite de réels. Ecrire avec le symbole ¥ :

a) 3ai + 3ag + 3as + 4ay b) an + apt1+ ... + azy ¢) ai+2az+3as+...+100a100
d) a4 + ag +ag + arg + a2 e) a1 +az+ ...+ asp41 f) ag—2a1+3as—4a3+5a4—6as

Propriété (Linéarité de » )
Soit n,p € Z, A € R et (a;), (b;) € RI™PL. Alors :

P P P
. Zak+bk Zak—l—Zbk . Z)\ak:)\Zak
k=n k=n k=n

Exemple
Soit n € N zn:(zr 3) zn:zr zn:?) zn: 1) =2 e — 4 1) 20— 3)
o1 n . 1 — = 1 — n —_— — n =(n n — .
1=0 =0 1=0 =0 2

2. Changements d’indices

On peut renuméroter (réindexer) les termes que 1’on somme comme cela nous arrange !

(" Mséthode )
n n—1
e Décalage d’indice : Z a; = Z aj+1. On a fait le changement d’indice ¢ = j + 1.
i=1 j=0

n
¢ Symétrie : Z a; = Z apt+1—j. On a utilisé a1 +. . .+a, = a,+...+ay, en réalisant le changement
i=1 j=1
d’indice it =n+1 — j.
n

n
¢ Symétrie bis : Zai = Zan_j (idem, en faisant i = n — j.
—~ —
\_ ’ ’ y

Exemple

a) On veut calculer S,, =14+2+...+npourn e N*. Ona S, =n+...+ 1 donc

1
25, = (n+ 1)+ (n+ 1)+ ...+ (n+1) =n(n+1). D’oasn:”(”;).
Formellement : n—Zk’—Zn+1—i):Z(r+1—k’).
i=1 k=1
Donc 25, =>}_1 k+ Zk:l(n +1-k)=>71k+n+1—-k)=>}_1(n+1)=n(n+1).
15
b) Calculons Z(l — 27).

5 15 15 10 10 10
Onad (1-2)=>» 1-2)i=10-2> (j+5)=10-2) j—2> 5

i=6 =6 =6 j=1 j=1 j=1

10(10 + 1)

Par ce qui précede, la somme vaut donc 10 — 2 —2x50=10- 110 — 100 = —200.
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3. Regroupement par paquets

On peut découper des sommes en plusieurs bouts en découpant I’ensemble d’indexation

n—1
Par exemple, pour n € N et (a;)o<i<n € Rlo.n] . Zal =qg + Zaz = an, + Z a; = Zaz + Z a; pour
i=0 i=1 =0 i=k+1

tout k € [0, n].

Exemple
2n n
Y(=Dii= > (=Dh+ Y (D= (- 2k2k+z 1) 2k + 1)
i=1 1<i<2n 1<i<2n k=1
1 pair 1 impair

=32k 2k+ 1) =2k — (2k+ 1) +2n—1=(n—1)(-1)+2n—1=n
Autre méthode : changement d’indice a la fin pour se ramener a une seule somme, de 1.

4. Sommes a connaitre absolument
4 N\

Proposition

1. Pour tout q € C, et tous n,p € N, avec n < p:
P qn _ qP+1
Si ¢ # 1, alors : quzi
I—gq
k=n
n 1— qn+1
En particulier : Z =" sig#l
l—gq
k=0
2. Pour tout n € N, on a :

" n(n+1) nn+1)2n+1) n(n+1)
e D k=—g— Zk2 G Zk?’ ( 5 )

3. Sommes télescopiques : Pour toute suite (u,)nen € CN, et pour tous n,p € N avec n < p :

P
D (kg1 — up) = upy1 — U
\_ k=n J
p P pt1
Démonstration. e Soit S = Z ¢*. Alors ¢S = Z ¢t = Z ¢ = Z q ¢!
k=n k=n l=n+1

OnaqgS=S—¢"+¢ " donc (g—1)S =¢" —¢?™. Sig#1,il reste a diviser par ¢ — 1.

e Ces formules se démontrent par récurrence. Les deux premieres étaient dans le TDO!

p p+1

o > (g1 —up) = Zuk—l—l_ Zuk = ) u— Zw = Upy1 + Z uy, — Z U — Uy =
k=n k=n+1 k=n k=n+1 k=n+1
Up4+1 — Up-

O]

Exercice 1. 1. Calculer la somme des 9 premiers cubes entiers mon nuls.
2. Calculer la somme des 50 premiers termes de la suite géométrique de premier terme 3 et de raison
—2.

3. Soitn € N. Simplifier la somme Z ————. On l’écrira sous la forme d’une somme télescopique.
= n(n+1)

4. Calculer la somme Z exp(k) pour n € N.
k=0
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IIT Produits
1. Généralités

Soient n,p € Z et (ak)ie[n,p) une famille de réels (ou de complexes) indexée par [n, p].

( Notation )
P
Si n < p, on note H ag ou H ag, ou encore H ay le produit a,, X ap41 X ... X ap—1 X ap.
k=n n<k<p ken,p]
P

Sin > p, 'ensemble d’indexation est vide, et on décide que le produit Z ar vaut 1. (A )
\ P J
Remarque. o Lorsqu’on multiplie une quantité constante, (aj est indépendant de l'indice k), alors le

produit vaut la constante puissance le nombre de termes.

e L’indice de multiplication est une variable muette!

Exemple
25 n
a) H 2 = 2%710+1 _ 916 b) Pour tousn e Net ceR: H c=c""!
i=10 k=0
4 )

Propriété (Multiplicativité de H)
Soit n,p € Z, s € Z et (a;), (b;) € RI™PL. Alors :

p p
(arbr) = ] ax I ox
k=n

p

- II
k=n = k=n
p p s

. HGZ:< ak>
k=n k=n

p p
. AH)\ak:)\nHak
\_ k=n k=n )

2. Manipulation

On peut faire avec les produits tout ce qu’on pouvait faire avec les sommes : changements d’indices,
découpage par paquets, produits doubles interversion de produits doubles, etc.

3. Factorielle

(" Définition )

Pour tout n € N, on définit la factorielle de n, noté n!, comme étant le produit :
n

n!:Hk:1x2x...><n
f—i

En particulier : 0! = 1 (produit vide), 1! =1, 2 =2, 31 =6, 4! = 24, 5! = 120, etc.
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IV Formule du binéme et applications

1. Coefficients binomiaux

( Définition )
n
Pour tout k,n € N, on définit « k parmi n », noté < k) , comme étant le nombre de maniere de choisir

k éléments d’un ensemble & n éléments.
On a donc (}}) € N, et si k > n, alors (}}) = 0 (on ne peut pas choisir plus d’éléments qu’il y en a dans
I'ensemble).
L (n) _nn-1)n-2)...(n—(k—1) _ (n) n!
. On a en fait (k) u ,et sike[o,n]: k) T W= R

,
Remargue. Par convention, on définit aussi (}) pour k < 0, en posant (}) = 0.
Exemple
1.Iya (424) manieres de choisir deux éleves dans la classe pour étre délégués.
44 x 43
Ce nombre vaut X =22 x 43 = 2 x 473 = 946.
7 TX6X%XH
2. = —— =35.
12 12x 11 x10x%x 9
3. (4)- o =11 x 5 x 9 = 495.
( Proposition )
Pour tous n,k € N, on a :
() () 4 () . n:n(n—l)
0 n 1 2 2
k n—=k = k
n+1 n n
« F le de P 1: =
ormule de Pasca (k—i—l) k:) + (k—i—l)
Truc du chef : k[ ") =n(" 1), cestandire (7] = 2(" 7!
. uc du chef: k| | =n| | cestadire | J=-1{,
\_ J
Démonstration. Idées combinatoires pour la somme, la formule de Pascal et le truc du Chef.
Preuve calculatoire de la Formule de Pascal, en mettant au méme dénominateur le terme de droite.
Preuve calculatoire du truc du chef. O

k o
Exercice 2. Montrer que pour tous n,k,j € N avec 0 < j <k <mn, on a <n> ( ) — (n) (n J>'

Solution : Soient n,k,j € N avec 0 < j <k <n.

n\ [k n! k! n!
Alors <k> <]> TR —k) gl k-5 (n—k)lk—j)

n—j\ _ n! (n —j)! B n!
if\n=k)  jn—g)m-KEn—-73-—n+k)!  jln-k!(Ek-75"
égalité entre les deur membres.

D’autre part : On a bien

Triangle de Pascal : Dessin
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2. La formule du binéme

Calculons! (a +b)2, (a+b)3, (a+b)%. On voit apparaitre a chaque fois les coefficients de la n-iéme ligne
du triangle de Pascal.

Théoréme
Pour tous a,b € C et tout n € N, on a :

(CL + b)n — zn: (Z) akbnfk — zﬂ: (Z) anfkbk

k=0 k=0

Démonstration. On montre par récurrence sur n € N que la propriété P, : "Va,b € C,(a + b)" =
S (1 akb" =k est vraie.

Initialisation (n = 0) : Soient a,b € C. (a + )" = 1. D’autre part : la somme contient un seul terme,
pour k =n = 0, et vaut donc (g)aob()—o = 1. On a bien 'égalité.

Hérédité : Soit n € N fixé tel que P, est vrai. Montrons que P11 est Vraie aussi. Soient a,b € C.

Par HR, on a (a+b)"" = (a+b)(a+b)" = (a+D) Z <k> akpnF = az ( > kb"_k—i—bzn: <Z> akpn k.
k=0

k=0
Ainsi :
(a+ b+ = Z (Z) gk ipn— k+z< ) akpntl=Fk
k=0 k=0
n+1
:i< n ) aFpn—(k=1) "’Z( ) akpnti-k
k=1 k—1 k=0 k
n+1
_ - ( ) kbn+1—k+z <n>akbn+1—k
k
k=1 k=0
_ n @ HpnAl= (1) - n n kpnt1—k T\ 0pnt+1-0
_ n+1+i (” > akprtl—k o pntl
n+1
_ i <”+1> gk prt1—k
D’ou I’hérédité, et donc le théoréme. O
Exemple

7
7
1. (a+b)" = Z <k> a®b™*. On fait un rapide triangle de Pascal pour obtenir les coefficients, et on
k=0
obtient :
(a+b)7" =b" + 7ab’ + 21a2b° + 35a3b* + 35a*b> + 21a°b? + 7aSb + a”

n n
2. Pour tout n € Nona:2"=(1+1)" = Z <Z> 11t = Z <Z>

k=0 k=0

3.Pourtoutn€N*,ona:Z(—1)() Z() 1P = (—14+1)"=0" =0

k=0

Exercice 3. Développer directement (a — b)° pour a,b € C quelconques.
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3. Applications en trigonométrie

On a vu dans le chapitre précédent qu’on pouvait utiliser la formule d’EKuler pour linéariser une ex-
pression sous la forme cos™(x) ou sin”(x). L’objectif est d’obtenir a la place une somme de termes de la
forme cos(nzx) ou sin(nx), ce qui est tres utile par exemple pour obtenir une primitive.

On peut désormais réaliser la linéarisation trés efficacement !
Exemple

Linéarisons cos®(z). On a :

T —iz\ °
1 . .
COSS(;U) _ (6 +e ) _ 7(em + 6—21‘)5

2 2
3% ( 5 5(e m do—iz 4 10(e za:) (e —zac) +10(e! ) (e —za:) I 5ew:( —w)4 + (e_iﬂc)f,)
3% <€5w | peliv—iz | (glia=2ix | jg2ie-3ic | g iz—diz | e—5ia:)
3i2 (€7 4 €77 4 5eM 4 e 4 10¢ 4 10e 777
% (2 cos(5x) + 10 cos(3x) + 20 cos(z))
% cos(bx) + % cos(3z) + gCOS(‘T)

C’est moins utile en pratique mais extrémement classique : on peut aussi délinéariser une expression
de la forme cos(nx) pour ’écrire pour la forme d’une somme de puissances de cosinus et de sinus. On utilise
cette fois-ci la formule de Moivre : cos(nz) = Ré ((e¥)™) = Ré ((cos(z) + i sin(z))™).

Exemple

(cos(z) +isin(z))® = kzi: <Z> cos®F (z)i¥ sin® (z)
= cos® () 4 6 cos®(z)isin(z) + 15 cos*(z)i? sin? () 4 20 cos® ()i sin® ()
+ 15 cos?(x)i* sin*(z) + 6 cos(z)i® sin® (x) + i° sin®(z)
= cos®(z) + 6i cos®(z) sin(z) — 15 cos®(x) sin?(z) + —20i cos®(x) sin®(z)
+ 15 cos?(x) sin* () 4 6i cos(z) sin®(z) — sin®(x)
Avec la partie réelle, on obtient : cos(6x) = cos®(z) — 15 cos*(z) sin?(z) + 15 cos?(z) sin?(x) — sm6( ).

NB : on pourrait réécrire uniquement & I’aide de cos(x) en remplacant tous les sin?(z) par 1 — cos?(z).

Cette méthode est générale!

Exercice 4. 1. Linéariser sin*(z) et cos®(z)

2. Délinéariser cos(bx) et sin(3z)
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V Sommes doubles

1. Découpons des rectangles

On s’intéresse dans la suite aux sommes dites doubles, c’est a dire aux sommes de nombres indexés par
des couples d’entiers : ’exemple le plus commun est I = [1,n] x [1,p] avec n,p € N. On fixe n,p € N.
Faire des DESSINS.

Le rectangle [1,n] x [1,p] contient np points.
On peut grouper ces points par colonnes (n colonnes de p points chacune), ou bien par lignes (p lignes de n
points chacune).

Le carré [1,n] x [1,n] = [1,n]? contient n? points.
En plus des lignes et colonnes, on peut s’intéresser a la diagonale et aux triangles en-dessous et au-dessus
de la diagonale.

o La diagonale contient n points (i = j).

o Le triangle inférieur est I’ensemble des (7, j) tels que 1 < j <i <n.
n(n+1) n°+n

Il contient 1 4+24+...+n= 5 = points.
o Le triangle inférieur strict est 'ensemble des (7, j) tels que 1 < j < i <n.
2 2
n‘+n n“—n nn-1
Il contient ; —n=—p— = ( 5 ) points.

e Il en va de méme pour le triangle supérieur et le triangle supérieur strict par symétrie.

2. Sommes doubles

Soit (ai;) (i )e[i,n]x[1,p] Une famille de nombres (réels ou complexes), avec n,p € N.
On écrit aussi cette famille (a; ;)1<i<n, et lorsque n = p : (ai;)i<ij<n-

1<j<p
Alors la somme des termes de cette famille se note Z a; j, ou encore Z ajj.
(4.3)€ll,n] x[1.p] 1<isn
1<j<p

Dans le cas n = p (cas du carré), on note souvent Z a; ; la somme de tous les termes.
1<i,j<n
On peut sommer uniquement les termes d’indice (7,7) qui vérifient ¢ < j, c’est-a-dire dans le triangle
inférieur. On écrit alors Z a; ;. Et de méme pour le triangle inférieur strict et les triangles supérieurs.

1<i<j<n
n
Et pour la diagonale : Z ajj = Z Qi -
1<i=j<n i=1

Les mémes principes que pour les sommes simples s’appliquent : on peut renuméroter les termes, et
découper la somme par paquets. On utilise trés régulierement les découpages vus au paragraphe précédents.
Ainsi, on a par exemple :

n p p n
Z ajj = Z Z aij | = Z ( am-> (découpage en colonnes ou en lignes)
1

1<i<n i=1 \j=1 j=1 \i=
1<j<p

Et dans le cas du triangle inférieur par exemple :
n n J
POERUFED I OIS DI DIF
1

1<i<j<n i=1 \j=1t j=1 \i=

A 1l faut étre extrémement attentif aux bornes des indices!
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Exemple

Calculer :

a) Z (¢ +7) (lignes ou colonnes)
(i.5)€l1,n]?

%

- (méthode directe)

=
.M3
-
JE

<
Il
-
-
|
=

c) Z ZE (interversion) d) Z Z x’ (interversion)
=1 j=i j=li=1
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