Concours Blanc 2026 — Maths

Corrigé

Probleme 1. Déplacement aléatoire
Une mouche vole aléatoirement d’une fenétre a I'autre du salon. Le salon a 4 fenétres, qu’on
appellera A, B,C, D.
On observe la mouche sur la fenétre A a I'instant 0. On remarque qu’a tout instant :

e Sila mouche est a la fenétre A, alors a I'instant suivant, il y a une chance sur 3 qu’elle aille
a la fenétre C' et 2 chances sur 3 qu’elle reste a la fenétre A.

o Sielle est a la fenétre B, elle va a I'instant suivant sur la fenétre A ou sur la fenétre C', de
maniere équiprobable.

o Si elle est a la fenétre C, elle part sur les fenétres B ou D l'instant suivant, de maniere
équiprobable.

2
« Enfin, si la mouche est a la fenétre D, elle y reste avec probabilité 3 a l'instant d’apres, et
sinon elle va sur la fenétre B.

On notera, pour tout n € N, A, (respectivement B,, C,,, D,) 'événement : « La mouche se
trouve sur la fenétre A (resp. B,C, D) a 'instant n. »

1. A tout instant n € N, la mouche est sur exactement 1'une des fenétres A, B, C ou D. Ainsi,
(An, By, Cp, D,,) forme un systéme complet d’événements.

On a donc bien : P(A,) +P(B,) +P(C,)+P(D,) =1\

2. a) Soit n € N. D’apres la formule des probabilités totales, on a :

P(An+1) = P(An>PAn (An—H) + P(Bn)PBn (An-H) + P(Cn)PCn (An—H) + P(DN)PDn (An-I-l)
=P(A,) x z + P(B,) % ; +P(C,) x 0+ P(D,) x0

_ §P<An) + ;P(Bn)

b) De la méme maniére, on obtient :

1 1 1 1
o P(B,y1) =0P(A,) 4+ O0P(B,) + 5P(Cn) + §P(Dn) = §P(Cn) + gP(Dn)
1 1
¢ P(Cunr) = 5P(A,) + 5P(B))
1 2
P(Ap) 1
3.OnalUy=|P(By) | =10
P(Co) 0
sP(An) + §P(Bn)
De plus, pour tout n € N, on a : AU, + B = | =2P(A,) — 2P(B,) + :P(C,) + 3 | =
§P(An) + §P(By)
5P(An) + 3P(By)
_%P(An) - %P(Bn> + %P(Cn) + %
1 1
3P(A4,) + 5P(B,)
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2p(A,) + 1P(B,)
D’autre part : Uny1 = | 3P(C,) + 3P(D,)
%P(An) + 3P(B,)
Comme P(D,) =1—-P(A,) — P(B,) — P(C,), on obtient :
P(B,:1) = 1C’ + L 1P(A ) 1P(B ) 1P(O ) = 1P(A ) 1P(B )+ 1P(C’ )+ L
I e T M S N . S . M O §
On trouve bien égalité entre les deux matrices, d’ou : ’ U,s1=AU,+ B ‘
x
4. a) Soit L=|y|. [ =AL+B <= 6L=G6AL+6B
& 6x dx 4 3y
— |6y | =|—-2x—-2y+2+2
62 2z + 3y
20 — 3y =0
= 2 + 8y — 2z = 2
—2r — 3y + 62 = 0
2 — 3y = 0
555 1y — =2z = 2
- 6y + 62 0
2 — 3y = 0
— -y + z = 0
10z = 2
_ 1
z = 5
=y =z=3

Ainsi, 'unique solution de I'équation L = AL+B dans M3 (R) est :| L =

1
10

wW Ul Ut

10

2
2
3

b) Posons, pour tout n € N, H(n) la propriété : "U, = A"(Uy — L) + L”. Montrons par

récurrence que H(n) est vraie pour tout n € N.

o Initialisation (n =0) : A° = I3, donc A"(Uy — L)
Ainsi, H(0) est bien vraie.

+L=Uy—L+L="U,.

o Hérédité : Soit n € N fixé tel que H(n) est vrai. On a alors :

Un+1 — AUn + B

d’apres la questions 3

=AA"(Uy— L)+ L)+ B par hypothese de récurrence

= A" Uy - L)+ AL+ B
= A" Uy - L)+ L

H(n + 1) est donc bien vraie. D’ou I’hérédité.

en développant
puisque AL + B =L

Alinsi, on a bien montré par principe de récurrence que

VneN, U, = A"(Uy— L) + L|.
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Calcul des puissances de A

10 0 0
5. a) Par produit matriciel, on obtient RQ = [ 0 10 0 | = 10/3, donc R X (1—1062) = 1.
0 0 10
. . 0 -5 =5
On en déduit que | R est inversible, avec R™! = EQ =1 -2 —4 2
4 3 1
b) Par produit matriciel, on obtient bien :
. 0 -5 =5 4 3 0 1 1 3
R'AR = wol—2 -4 2|2 -2 1]|-1 -2 -1
4 3 1 2 3 0/ \-1 2 1
) 0 -5 =5 1 3
=— | 4 — -1 -2 —
50 8 4 1 -2 -1
12 9 3 -1 2 1
) 10 0 0 . 1 0 0
= — — = — — — D
50 0 20 0 50 0 -2 0
0 0 30 0 0 3

6. On note, pour tout n € N, H'(n) la propriété : « A™

par récurrence sur n € N.

RD™R~1 ». Montrons cette propriété

o Initialisation (n = 0) : On sait que A’ = I3 et D° = I3 donc RD°R™ = RI3R™' =

RR_I - [3.
La propriété H'(0) est bien vraie.

o Hérédité : Soit n € N tel que H'(n) est vraie. On sait que R"'AR = D, donc

A= RDR™'| Alors :

Al = A" x A= RD"R'RDR™' = RD"[3jDR™' = RD"DR™!' = RD""'R™L.

Ainsi, la propriété H'(n + 1) est encore vraie. D’ou I'hérédité.

On a bien montré par principe de récurrence que

1

3

1
Onag,

Vn € N, A" = RD"R—".

D est une matrice diagonale, donc on sait que pour tout n € N :

(5)"

pr=1| 0
0

, % € [0, 1], donc tous les coefficients tendent vers 0!

8. Puisqu’on admet que les regles de calcul sur les limites sont encore vraies pour les matrices,
et qu'on peut écrire D* — 0, donc A® = RD"R™! — 0.

n——+0oo
Ainsi, U" = A"(Uy — L)+ L - L.
L s . 1.
On en déduit que nl_l)I_{loo P(A,) = R nl_l)tfoo P(B,) =
Ainsi, P(D,,) =1—-P(A,) — P(B,) — P(C,) -
n—-—+0o0
) 3
On a donc : ngl}rloo P(D,) = ol

n—-+o00

1 ) 3
get nl_lgloop(Cn)—E.
Lt 1 3 _3
5 5 10 10°
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Probléme 2. Approximations d’une intégrale
A - Préliminaires
1. On doit avoir x #0 et 1 + 2 > 0, donc x > —1.
Ainsi, le domaine de définition de f est | Dy =] — 1,0[U]0, +o0[|.

2. En 0, on a In(1 + ) >, donc f(x) ~ o
x
Ainsi, f(x) — 1 € R. On obtient une limite finie, donc f admet bien un prolongement
Tr—r
par continuité en 0, en posant f(0) = 1.

3. La fonction f est alors continue sur le segment [0,1], donc l'intégrale est | bien définie |

B - Premiére approximation

nln(l1+ & 1> k
4. Pour tout n € N, onaSn:Z(kn):Zf<>.
k=1 X ne= \
Ainsi, comme f est continue sur [0, 1], d’apres le théoréme des sommes de Riemann,

1
onalS, — f)ydt =11

n—+oo Jo

5: from math import log
def premiére_approche(n):
S =20
for k in range(1,n+1):
S += log(l + k/n) / n
return S

6. a) N =0
while abs(premiére_approche(n+1) - premiére_approche(n)) > 10%*(-5)

N += 1
print (N)

b) On peut avoir deux termes consécutifs de la suite proches 'un de 'autre, sans pour
autant que les termes soient proches de leur limite ! Par exemple avec une suite constante
égale a 0 sur les premiers termes, puis constante égale a 1...

C - Un développement limité

7. Soit n € N*.
-1 n—1
a) Le polynéme P, est de degré n et de coefficient L
n
no(—1 k-1 n n—1
b) Ona P, =" (7)/{)(‘“-1 = (-D)"'X 1 =37 (—1)*X". On obtient :
-k k=1 k=0
n—1 n—1 n—1 n
(I+X)P. =P+ XP, =Y (-1 X"+ > (=) XF = 3 (—D)F X+ Y (D)1 X5
k=0 k=0 k=0 k=1
n—1 n—1
Ainsi: (1+X)P, = X0+ ) (-1 X =Y (=1)FXF — (=1)"X" |=1— (—=X)"|
k=1 k=1
8. Soit n € N et x € [0, 1].
(=" _ 1

On a, pour tout t € R*, (t+1)P!(t) =1 — (—t)", donc

v C_t>n v 1 /
[rt= [ (G -mo)a
= [In(t+1) — P,(t)]y
=In(z+1)— P,(z) +In(l) + P,(0) = In(x + 1) — P,(x)

= —— — P/'(t). Ainsi :
T 1 — ' (t). Ainsi
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9.

10.

11.

z (—£)"
puisque P,(0) = 0. On a donc bien : |Vn € N,Vx € [0,1],In(z + 1) — P,(z) = / (=?) dt |.
0

Soit n € N et x € [0,1]. D’apres le question précédente :

x (—¢)"
/( )"

o t+1

z N
<
“Jo t+1
< / t"dt par croissance de l'intégrale

0

tn+1 T
- [n + 1]0

In(z +1) — P,(z)| =

dt par inégalité triangulaire

xn—f—l

n+1/

a) Soit g : I — R une fonction définie sur un intervalle I et o € I. On dit que g est

9(x) — g(xo)
T — 2o

On a bien montré : |Vn € N,Vx € [0,1], |In(z + 1) — P,(z)| <

dérivable en zy lorsque le taux d’accroissement admet une limite finie

lorsque z tend vers x.
fla)y—1 21 pp41) -2

xT

b) Soit x > 0. On a : = = 5 . D’autre part :
T T

ln(1+x)—<x—%2> 1 In(l+2)—=x

- 2 s e

In(1+z) — Py(z)

12
In(l+2x)—=

72

N | —
&

N | =

N | —

flz)—1 _ In(l+z)—P) 1
x? 2]

flx) = f(0) _ fl)=1 In(l+z)— Px)

z—0 T 2

On a bien I'égalité : |Vo > 0,

¢) Soit x > 0. On a — — d’apres la question

précédente.

5 In(1 - P
Or on sait que |In(z + 1) — Pa(z)] < %, donc n(l+x) 5(2) <

xr2

In(1 — P ]
ol ¥ a:)2 2(z) — 0. D’ot, par somme : |lim ———+ = —— |
€ z—0 z—0 x—0 2

Ainsi, on a

On a obtenu une limite réelle, donc f est bien dérivable en 0, avec | f'(0) = — = |.

D - Seconde approximation de [

Soit n € N*.

xn+1

= — 0
(n+1lzx n+1a2-0

a) Pour tout > 0, d’apres 'inégalité de la question 9 : |g,(x)| <

puisque n > 1.
Ainsi, par encadrement, on a bien g, (z) — 0= gn(0).

‘La fonction g, est donc bien continue en 0. ‘

b) Remarquons déja que l'intégrale de 1’énoncé & bien un sens puisque g, est continue sur
n+1

T donc par croissance

t
[0, 1]. De plus, on a, pour tout ¢ € [0,1], |P,(t) —In(t+1)| <
n
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de l'intégrale, on peut écrire :

Po(t) — In(t + 1
/|gn )\dt = /' =Dl

1 gntl 1 1
</ - [ et
o tin+1) n+1Jo

R S e R S|
41 n—i—lo_n—i—l n+1
AinSi7 on a bien : fol ’gn<t>|dt S m .
T G O T e O L
12. a) Pour tout n € N, ona Q) = > EXP =) XL
- R =k
ol / & (_1)k_1 k
Ainsi : XQl, = TX =P,.
k=1

On a bien vérifié que | XQ!, = P,

b) Soit n € N*. D’apres la question précédente, on peut écrire pour tout x > 0 :

Q! (z) = P,(z), donc Pn;x) =@ (x). Ainsi :

/01 g () = /01 P,(x) —;n(x + 1)d$

— /1 P"(x)dt - /1 f(z)dx par linéarité de l'intégrale
0o

= [ Quwir 1
= [Qu(@)]g = I = Qu(1) — Qu(0) —

= Qn(1) -1 puisque @,(0) =0

1
On a bien montré : / gn(x)de = Qn(1) — I|
0

13. Finalement, a l'aide des deux questions précédentes et par inégalité triangulaire, on sait
qu’on a, pour tout n € N* :

010,011 = | [ oyt < [ lantolor < L

1 L
Comme CEE e 0, par encadrement, on en déduit que |Q, (1) — I| e 0.
Ainsi, 0 a bien : | lim @,(1)=1|
n—-+o0o

14. Pour tout n € N, on note u,, = Q2,(1) et v, = Qopy1(1).

—1)" —-1)"
a) On a, pour tout n € N, Q41 = Qn+ MX"H, donc : | Qp+1(1) = Qn(1) + (n+)1 :

b) On va montrer que la suite (u,) est croissante, que la suite (v,) est décroissante, et que
v, — U, — 0.

n—-+00

N

o Pour tout n € N, on a uy 11— u, = Qopio(l) — Qa,(1) = o1 oni2

d’apres

la relation de récurrence obtenue précédemment. Ainsi :
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1 1 2n+2—-(2n+1) 1
.= - = — > 0.
2n+1 2n4+2  (n+1D)2n+2) (2n+1)2n+2)
C’est vrai pour tout n € N, donc la suite (u,,) est bien (strictement) croissante.
(_1)2n+1 (_1)2n+2 _ 1 1

o + 2 Mm+3  2Mm+3 2n+2

Up41 — U

e De méme, pour tout n € N, v, — v, =

—1
d bl — Up = < 0.
ORE Tn1 =0 (2n+2)(2n + 3)
Ainsi, la suite (v,) est bien (strictement) décroissante.

—1)%" 1
« Enfin, pour tout n € N, on a v,, — u,, = <2n—31 :2n+1n:>w0

e On en conclut que |les suites (u,) et (v,) sont bien adjacentes.

c) D’apres le théoreme des suites adjacentes, les suites (u,) et (v,) convergent vers une
limite commune [ € R, et pour tout n € N, u,, <[ < v,.
Mais comme il s’agit des suites extraites de la suite (@, (1)),en qui convergent vers I,

la limite en question est [ = I. On obtient bien : |Vn € N, Qa,(1) < I < Qa,41(1)|.
15. D’apres la question précédente, il suffit de trouver N = 2n tel que Qa,41(1) —Qa2,(1) < 1072

Or on a calculé que pour tout n € N, Q2,11(1) — Q2,(1) = Tl

c’est-a-dire 2n + 1 > 10% n = 5000

Il suffit donc de choisir n pour avoir 1 < 108
convient, et donc N = 2n = 10000 = 10* convient.

Ainsi, on est certain que | Q19000(1) approche la valeur de l'intégrale I a 10™* preés
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