Interro 8

S a2
1. Mettre sous forme exponentielle : z = M
—i7(2 — 2i)

Solution :

« On cherche d’abord r > 0 et 6 € R tels que v/3i — 3 = re'?.
On sait que r = |[v/3i — 3| = /(—3)2 + sqrt3? = V12 = 2V/3.
-3 V3 NEE!

Ainsi, 6 vérifie : cos(f) = = —— et sin(h) —.

i 23 2 T 2v/3 2
0= % convient, donc on a : \/gi—3:2\/§e5%.

« On cherche maintenant » > 0 et 6 € R tels que 2 — 2i = re'?.

On sait que 7 = |2 — 2i| = /8 = 2V/2.
2 2 —2 2
—\[ et sin(f) = —= = —\[
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0 = —% convient, donc on a : 2 — 2i = 2y/2e” 1.

Ainsi, 0 vérifie : cos(0)
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e Onai’ = (i2)3xi=(-1)3%=—i,donc —i" =i=¢e2.
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e Finalement : z = (m >m = c 31_# = 3\/561(5?*1)
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Dot : z = 3V2e 12 .

2. Résoudre sur C les équations suivantes :

a) 22 +2r+5=0 b) —222+3x—-1=0

Solution :

a) On a une équation de degré 2 & coefficients réels, de discriminant A =22 —4 x 1 x5=4—20 =

~16 < 0.
~2+iV16

Ainsi, il existe deux racines complexes (non réelles) conjuguées, données par z; 2 = 5

-2+ 44
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On a donc comme ensemble de solutions dans C : § = {—1 — 2i, —1 + 2i}.

=—-1+£2:.

b) On a une équation de degré 2 & coefficients réels, de discriminant A = 32 — 4 x (—2) x (—1) =

9-8=1>0.
-3+v1 -3£1 371
Ainsi, il existe deux racines réelles distinctes, données par : 110 = V1 = _ 2% .
’ 2 x(-2) —4 4
On a donc comme ensemble de solutions dans C : S = {3,1}.
3. Donner sans justifier les formules de Moivre pour cos(#) et sin(6).
67,0 e—i@ ei@ _ e—iQ
Solution : Pour tout # € R, on a : cos(f) = % et sin(f) = —
i
4. Bonus : Donner ’ensemble des nombres z € C qui vérifient 2z° +1 =0
Solution : L’équation se réécrit 2> = —1. On sait que zp = —1 est une solution (évidente) de cette
équation.
5
z z
Ainsi, pour tout z € C,ona: 2° = -1 & 2° =2} < () =1 << — e Us.
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Or les racines 5-iemes de 1'unité sont données par e = 1, 62%, 64T7T, e ot 5.



Ainsi, les solutions de I’équation z° = —1 sont données par :
2im 4im 6im 8%
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S={-1,—e5,-€e5,—¢5 ,—GTW}
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