TD Ch15 — Partie 1 — Limites de
fonctions réelles

I. Calculs de limites et d’équivalents

1. Etudier les limites suivantes (distinguer éventuellement limite a droite et & gauche)

2
3z —1
a) limﬁixavecazleta:—koo.
T—a x—1
c) limM avec a = +oo et a = 0.

r—a 2x + sinx

e) lim x(\/x—i—\/ﬁ—\/x—i—\/ﬁ)

T—+400

. lmz4+z-1
g) lim —————— avec a = 40 et a = 0.
r—a g +e T

b) lim

r—1

aveca = —1et a=—o0.
z—a \ x4+

lim Va2 4+ 3z — 1+ (x+1)

lim —— avec a = 400 et a = —oo0.
r—a el — ¢

lim xln(

T
) avec a = +oo et a = 0.
T—a 1

xr —

2. Déterminer les limites suivantes :

2
— 2
a) lim v sr 2 b) lim

cos?(z) — cos(x)

=122 —4x + 3

z—0 2 cos?(z) — 3cos(x) + 1

¢) lim —
z—=3\22—-hx+6 z2—-4x+3

3. Pour chacune des fonctions suivantes donner un équivalent, le plus simple possible au voisinage de 0

et de +o0.
a) f(z) =523+ 222 — 4 b) f(z) =e® +sinz+cosz—5 c¢) f(z) =e® +e2¥ +e3% — 3
) In(1 + 2*) oL B
d) f(@) =2? +Inz -3 o) fla)= 2t T) ) f@)=a2+2f (a<p)
® f) =3 W) fe) = e ) J(@) = VITE - VIT

4. Déterminer les limites suivantes a Paide d’équivalents :

1-— tan 2
a) lim o CosT b) lim a'n x
z—0 tanx z—0 sinx
2 — sin 3
d) lim —sm:r. SHLOT e) lim In(1 — z)cos
z—0 sin 4x z—1-
) cos(mx) . 1
1 _ h) 1 z — 1
g) xl_in% 222+ 2 —1 )x—l>r+noox(e )
2\ 4 cos(mx)
) L 14 = k) lim ————
J) xi?w( +x> )xl_{n%2x2+:1371

(1 — cosz)tanx

I
C) a:lg% rsin?x
9 —4x
(”) f) lim <1+>
2 x——+00 T

. . et —e
i) lim ——
z—1 sin(z — 1)

D) Tim cos(ax) — cos(a)

z—1 et — ed

5. Etudier les limites suivantes.

tanx —sinx

9 —4x
a) lim —————— b) El}rl Ve+1—yx c) lim <1+>

z—0 3

6. Soit [ la fonction définie sur R* par :

1. Montrer que f(z) ~ .

T—r—+00

—-+o00

In (1 + %) ’
2. En déduire lim 1+ ——2 —1|Inx
x n

f(x)=zln <1 + lnl(i(—;)}f)>
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II. Utilisation des propriétés de la limite
7. Etudier la limite en 0 de la fonction suivante : f(z) = S
2z + |x|

, 1
8. Etudier la convergence de f : z € R — cos <> en 0.
x

9. soit f une fonction T-périodique admettant une limite finie [ en +oo.

Soit x € R. On pose pour tout n € N, u,, = f(z + nT).

1. Montrer que (uy) est constante.

2. En déduire que f est constante.

3. En déduire que la fonction f(z) = cos(x) + sin(z) n’admet pas de limite en +o0.

10. Etudier les limites suivantes :
1. f(z)==x BJ en +oo.
2. g(z)=21-— EJ en +oo et en 0.
3. hz) =1—=x EJ, en 0.

4. Pour a,b>0: k(z) =< {%J et l(z) =2 |Z] en 0.
Pour [, on pourra considérer les limites a gauche et a droite.

III. Fonctions négligeables
11. 1. Comparer au voisinage de 0 les fonction suivantes :

1
a) (e* —1)* et zsinz b) e % et a®

2. Comparer au voisinage de +oo les fonction suivantes :  — xe®*+Inx

¢) Inzln(l+z) et Inz?sin?x

22 — In?z + 22e?*
2lnx +e*lnz + xe®

et x+—

12. 1. Montrer que In(ln z) = o(lnx)
oo

P . Inz\”
2. En déduire la valeur de lim [ —) .
T—+00 X
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