TD Ch15 — Partie 2 — Continuité

I. Etude de la continuité

]_. Etudier la continuité des fonctions suivantes :

In(1 —4x) .
(In(|z|) In(1 + z) T siz >0 2x So<d
cos(In e six .
a) fr) = ST wﬂ@={0 e O f@=11 " siz=0
- siz>0
T
53 — 2z?
— six <0 1 sin?(x)
d) f(#) =1 0 siz=0 © f(x)z{; e f) f<x>={§m2_1 Sf“éo
= six =

a:sin(l) siz>0

xT

2. On définit une fonction h sur R par : h(z) = V1 —22si|z| <1, et h(z) = ar® + bz +csi |z > 1.
Déterminer les valeurs de a, b, ¢ € R pour lesquelles la fonction h est continue.

a+b+|a—10l

5 . On pourra distinguer selon si

3. 1. Montrer que pour tous a,b € R, on a max(a,b) =
a<boua>b.
2. En déduire que si f,g € C°(J) sont deux fonctions continues sur un intervalle I, alors la fonction

max(f, g) : = max(f(z),g(z)) est encore une fonction continue sur I.

II. Prolongements par continuité

4. Pour chaque fonction, étudier sa continuité et dire si elle admet un prolongement par continuité aux
bornes (finies) de son domaine de définition.

a) f(x) = cos (;) b) f(x)zl_(:;gs“w‘) c) f(x):\/i;;(l_‘i‘l@
x2 xr — X xrin(xr
Q) fla) = 25 Q) flr)= ot D )=
1 2 . _x2—2x—3

n

, x
5. Soit n € N*. Etudier la continuité de fnix e ——
e

R et déterminer si elle admet un prolongement

par continuité aux bornes de son domaine de définition.

6. Montrer que pour tout a > —1, la fonction f, définie par fa(x) = |z|*sin(z) sin(L) admet un prolon-
gement par continuité sur R.
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IT1. Utilisation des théorémes de continuité

7. 1. Montrer que ’équation 22 — 3z 4+ 1 admet trois solutions réelles.

2. Montrer que I’équation 23 — 22% + 322 = 4 admet au moins une solution dans R™.

8. Etudier la fonction f:x— 2% —x+1, et montrer que I’équation f(z) = 0 admet une unique solution
réelle dans 'intervalle | — 2, —1[.
Comment pourrait-on déterminer un encadrement de cette solution & 1073 pres ?

9. Soient a,beR,a<b, et f,g:[a,b] = R deux fonctions continues sur l'intervalle [a, b].

On suppose que f(a) < g(a) et f(b) > g(b).
Montrer qu’il existe un réel ¢ € [a,b] qui a la méme image par f et par g.

10. soit T ¢ R*, et f: R — R une fonction continue et T-périodique.

1. Montrer que f est bornée et atteint ses bornes.

T
2. Montrer qu’il existe un réel ¢ € R qui vérifie f (c + 2> = f(e).

11. Soit f: [0,1] — [0, 1] continue et décroissante. Montrer que f admet un unique point fixe dans [0, 1].

12. soit f R — R une fonction continue. Montrer que si f possede des limites finies en —oco et en 400,
alors elle est bornée.
La réciproque est-elle vraie?

13. Pour tout n € N*, on considére la fonction f,, définie sur R par : f,(z) = 2% + 3z — n.

1. Soit n € N*. Montrer que 1’équation f,(z) = 0 admet une unique solution sur R. On note w, cette
solution.

2. Montrer que 0 < u, < n%, pour tout n € N*.

Un, 3 Un, s 1.0 1
— | =1-—3—, et en déduire que u,, ~ n3.
n o0

3. Montrer que pour tout n € N*, on a ( T
ns3

4. Quelle est la limite de la suite ?

5. (*) Montrer que la suite (uy)nen est croissante.

14. soit f:10,1] — [0,1] telle qu’il existe k € RT pour lequel :
Va,y € [0,1],  [f(z) = f(y)] < klz -yl

On dit alors que f est k-contractante (ou k-lipschitzienne).
1. Montrer en revenant aux définitions que f est continue sur [0, 1].
2. En déduire que f admet un point fixe dans [0, 1], que ’on notera c.
3. Montrer que si de plus k£ < 1, alors ce point fixe est unique.
4. On consideére une suite (u,)nen définie par son premier terme ug € [0, 1] et par la relation de récurrence :
Vn € Nyupt1 = f(uy).
(a) Montrer que pour tout n € N : |u,, — ¢| < k™ |ug — ¢|.
(b) En déduire la limite de la suite (uy)nen-

1 n 1
r—a x—b

15. Soient a,b € R avec a < b. On définie une fonction f sur la,b[ par f(x) =

1. Montrer que f réalise une bijection de ]a, b sur un intervalle J & déterminer.
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2. Que peut-on dire de I'application f~1?

3. Déterminer f~! dans le cas a = —1 et b = 1, et vérifier qu’elle est bien continue.

16. soit [ définie sur R* par f(z) = pltz,
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On notera encore f la fonction ainsi prolongée.
2. Etudier la fonction f.

3. On définit une suite (uy)pnen par ug > 0 et Vn € N, upt1 = f(up).
Déterminer les limites éventuelles de la suite (u,)nen

17. Soit f définie sur [—1, 400 par f(x) = ze®.
1. Montrer que f réalise une bijection de [—1, +oo[ sur un intervalle a préciser.
2. Déterminer le tableau de variations de f~.

3. Montrer que pour tout n € N, I’équation f(x) = n admet un unique solution sur [—1,+oo[, qu'on
notera x,,.

4. Montrer que (z,)neN est croissante et déterminer sa limite.

ZC2

—— six >0
18. soit f deéfinie par f(z) = © F1

sixzx <O
22 —

1. Montrer que f définie une bijection de Ds sur f(Dy), ensembles & déterminer.
2. f~! est-elle continue ?

3. Dresser le tableau de variations de f~1.

19. Soit f définie sur R+ par flz)=oz—e* —1.
1. Dresser le tableau de variations de f et tracer ’allure de son graphe.
2. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle & préciser, et dresser le tableau de variations
de 1.
3. Montrer que pour tout entier n > 2, ’équation f(x) = —n admet une unique solution dans R*, qu’on
notera x,.
4. Déterminer le sens de variations et la limite de la suite (zp)p>2.

5. Montrer que e*» ~ n.
+o0

6. (*) En déduire que z, o In(n).

20. Soit g : R — R une fonction continue en 0, qui vérifie : Vx € R, g(x) =g (;)

1. Montrer que pour tout z € R : Vn € N, g(x) =g <2:En)
2. En déduire que g est constante sur R.

21 <*). Soient f, g :[0,1] — [0, 1] deux fonctions continues sur [0, 1] telles que fog=go f.
On suppose par absurde que Vz € [0, 1], f(x) # g(z).

1. Montrer qu’on peut se ramener au cas ou f — g > 0.

2. Justifier qu’il existe m > 0 tel que Vz € [0,1], f(x) > g(z) + m.

3. Montrer que pour tout n € N et tout « € [0,1], f*(z) € [0,1] et ¢g"(z) € [0,1], o on a noté f" la
composée fo fo...of.

4. Montrer que pour tout n € N*, on a : Vx € [0,1], f"(z) > ¢"(z) + nm.
Indication : Pour I’hérédité, on justifiera que ¢"(f(x)) = f(¢"(z))

5. Conclure.

Chapitre 15 — TD 1BioB — Maths Page 3



	Étude de la continuité
	Prolongements par continuité
	Utilisation des théorèmes de continuité

