TD Ch2 — Trigonométrie
Corrigé

1. Méthode : On calcule cos (%) en utilisant la formule de trigonométrie : cos(2a) = 2 cos?(a) — 1, et
tout le reste en découlera!

1. Commencons par remarquer que comme g €]0; %[, onacos(§),sin(%),tan () € RY.

2
Ona:cos () =cos(2x %) =2cos®(§) — 1, donc : \2[ =2cos? (L) — 1.

)_§+1_\f+2
=2 —=

/ 2 \/ 242
Comme cos (%) > 0, on a alors : cos f 2+ \[

Ensuite, comme cos? (%) + sin? (%) = 1 et sin (Z) > 0, on a : sin (%) = /1 — cos? (%)

/ / _ «/2f
Ainsi : sin g \[+2 2
sm
) 37

2-v2  [(2-V2)?? 2-V2
srva -\ a2 T =Vl

Ainsi : cos? (

ool

Et donc finalement : tan (g) =

Simplification : tan (§) =

2-2
2 cos(?)—cos(g—g):sm(%): 5
Vv2+2 1 1
De méme, sin (3;) = cos (§) = ~—5 > puis tan (3%) = @ v V241
. T T )
3. Enfin, en utilisant que 5= m— Y on obtient :
—2 -2 2—2
003(75-):—(;08(%): 5 \[ sln(g"):sin(%)zg 5 \[7ettan<7§r):—tan(g):1_\/§_

2. TLa méthode est exactement la méme qu’a ’exercice précédent.

3
1. 2cos? l —1= cos , et cos > 0, donc :

3)
cos (75) \/ +1 \/\[+2 : +2
72

- V2 -3
Puis sin (5) > 0, donc sin ({5) = /1 — cos? ({5) = W: 5 f

Enfin, tan ({5) = 31@22—\/3
2. On utilise que _El%r — (72T — 17;) pour obtenir :
cos (—%) =sin (f5) = '2;\/3, sin (—%r) = —cos ({5) = _y2tve ; \/§7
et tan( E{g) = tar1_(12) = \/31_ 5 =-2-3.
3. De méme, en utilisant que 1—; g + 112 :
cos (%) = —2;_\/5, sin (%) = - 2 ; v3 et tan (7”) =-2—/3.
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3 ((Dé)hﬂé&l’iS&tiOﬂ) . 1. (a) Ona,pourtousa,b € R:cos(a+b) = cos(a) cos(b)—sin(a) sin(b)
et sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).
En appliquant ces formules & a = b = x, on obtient, pour z € R quelconque :
cos(2x) = cos(z + ) = cos(z) cos(x) — sin(x) sin(x) = cos?(x) — sin?(z), et :
sin(2x) = sin(x + z) = cos(z) sin(x) + sin(z) cos(x) = 2 cos(z) sin(z).
(b) En remplacant sin?(z) par 1 — cos?(x), on a obtenu que Vz € R, cos(2x) = 2cos?(x) — 1. Ainsi :

1 2
cos?(z) = —kc;s(x) .
De méme, en remplacant cos?(x) par 1 —sin?(x), on a obtenu que ¥z € R, cos(2z) = 1 —2sin?(z),
1 —cos(2x)

et donc [sin?(z) = 5

2. (a) Soitz€R. Ona:
cos(3x) = cos(2z+x) = cos(2z) cos(z)—sin(2x) sin(z) = (2 cos?(z)—1) cos(x)—2 cos(x) sin(z) sin(z).
En remplacant sin(z)sin(z) par 1 — cos?(x) et en développant, on obtient :
cos(3z) = 2 cos?(x) — cos(x) — 2cos(z) + 2 cos?(z) | = 4 cos?(z) — 3cos(z)|.
cos(3x) + 3 cos(x)
4
(c) Deméme : sin(2z+x) = cos(2x) sin(x)+sin(2x) cos(x) = (1—-2sin?(x)) sin(z)+2 sin(z) cos(x) cos(x).
En remplacant cos(z) cos(z) par 1 — sin?(x) :
sin(3z) = sin(z) — 2sin®(x) + 2sin(z) — 2sin3(z) = —4sin3(z) + 3sin(z).
3sin(z) — sin(3x)
1 .
3. Soit € R. On commence par calculer cos(4x).
On a cos(4z) = cos(2 x 2z) = 2cos(2z)? — 1 = 2 (2 cos?(z) — 1)2 -1
En développant, on obtient cos(4x) = 8 cos*(x) — 8 cos?(z) + 1.
cos(4z) + 8 cos?(z) — 1

(b) On en déduit que pour tout x € R : box$ cos®(z) =

On en déduit que |sin®(x) =

Ainsi, on a cos(z) =
En remplacant cos?(x) par la formule obtenue & la question la, on obtient :
cos(4x) +4+4cos(2x) —1  cos(4x) + 4cos(2z) + 3

cos*(x) = 3 = 8

4. 11 est essentiel d’utiliser le cercle trigonométrique !

4 4
a) On a 3sin(3z) = —4 <= sin(3z) = ~3 Or ~3 ¢ [—1,1], donc cette équation n’admet pas de

solution! .

1 1
b) |sin(2z)| = = <= sin(2z) = £-.

2 2
1 T 5 T 5m
in(2z) = = 20 = — 20 = —|2 = — = — .
Or sin(2z) 5 ( x G ou 2z G [ 71']) = (m 12[7r} ou x D [7‘(‘])
. . 1 7 _bm
De méme : sin(2z) = -5 = <x = fﬁ[ﬂ] our=-—1o [7T]>

1 5
Ainsi, | |sin(2x)| = 5 = o= (:l:wou j:w> [7] |

—11ln —77w —bmw — 5t 7w 11
Les solutions dans | — 7, 7] sont donc données par : |S = { 127T, 1;, 1;, 1—;, %, %, 1—7;, 1—;}
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)

d)

2cos(r) < V2 <= cos(z) < \f

Le cercle trigonométrique donne les solutions :

§=]-m 5[ U |51}

o Dans | — 7, 7],

« Dans R, Szukez]gmlm, ?T’T+2km[.

(*) D’apres le cercle trigonométrique, cette inéquation est équivalente a avoir :
5¢ € Upez |5 +km, § +Eknl, c’est—é—diie T e,rkarZ]Q%:_ kT, £ +kE]
Dans | — 7, 7], on a donc § = Uk:_54]% +kT, 15 +kg].

5.
a)

COS

T T
<33:— 4) = coS <8> <— 3x —

ient {2 = (" ou ©) |*X
On obtient :|z = <24 ou 8) {3} )
1 4 4 ™ — E 3£_ =
sin (23:—4) cos (1:—1—6) <= cos (—(2:6—4)> = cos (3:—1—6) = 1 2 =
:&:(x—i-g) [27].

T 117
i = —12 =—12
On obtient 3x 12[ mloux 13 [27]

(m = :73% {?}) ou (:L‘ = 1117T[27r]) )
tan (337 — g) = tan (w + 4;)

On obvient donc =z = g B}, c’est-a-dire

Ainsi :

2tan?(r) = <= 2tan?(z) = 1 + tan?(z) <= tan®(z) =1 <= tan(z) = £1.

cos?(x)

On obtient donc z = :E%[?T], c’est-a-dire

sin? <21: - g) = cos? (m + 7;) <= cos? (;T — 2 — > = cos? <:c + 7;) <= cos (;r — 255) =
T

+ — .

cos | ¢ + 3
Or cos (g — 2.TU> = cos (:): + g) = §—2:): =+ (x+ g) [27] <= (3z =0[27]) ou (m = 7T[27r])

s ™ 2
D’autre part, —cos | x + 3)= cos|m—x— 3)= cos (3 — 1‘), donc
2

cos <7; - 295) = —cos (9: + 7?:) = g—Qaz =4 (; - x) 27] <= <9: = —7?:[27r]> ou (3z = 7[27))

2
En conclusion, on a : (x =0 [;]) ou (x = 3[2%]) ou (:z: = —;r[27r]) ou
™
Ceci se simplifie en : |z =0 [3] !
2 cos (237—1— g) = /3 cos (2w+ g) = \ég = cos (g)
T T - —7

2 — =42 20 = | — — | [27].

On a donc x+3 6[7?],etdonc x 5 ou 2)[7T]

s s

x = (—12 ou —4) [7] |

Ainsi :
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6. f est définie si et seulement si sin(z) # 0. Or sin(z) =0 <= z = 0[x]. Ainsi, le domaine de définition
de fest|D=R\{kr | ke Z}=]JJknm, (k+1)x[|

kez
1+cos (25) | 2cos? (%)
Pour z € D, on a: f(z) = sin(x) o= Sin(f)z .

1 1
7. « Domaine d’existence : on a 1 —4cos?(z) > 0 <= cos?(z) < 15 3 < cos(z) <

3° 3

Sur [—m, 7], le domaine d’existence de l'inéquation est donc D = [— - }
o On procede ensuite par disjonction de cas en fonction du signe de 2sin(xz) — 1. On a :

1
2sin(z) —1 >0 < sin(z) > 3" Sur le domaine D, on a : 2sin(z) =1 >0 <= =z €

2
e Casl:z € [7‘3:’ ;} Dans ce cas, on peut élever au carré des deux cotés, et on a alors :
4sin?(z) — 4sin(z) + 1 < 1 —4cos?(z) <= 4 (sin?(z) + cos?()) < 4sin(z) < 1 < sin(x).
Ce n’est jamais vrai! On a donc &1 = &@.

2r 0w
—,——|. Dans ce cas, I'inéquation est toujours vraie, puisqu’une racine carrée est

e Cas 2 :z € |—
as m[3,3

. S N . , . . 2r o7
toujours supérieure a un nombre strictement négatif! Ainsi : S = —3 73
. . 2T o7
e En conclusion : on a comme ensemble de solutions : S =S U Sy | = —3 73]}

8. Attention a la rédaction!

a) On cherche r > 0 et ¢ € R tels que pour tout x € R, sin(x) 4 cos(x) = r cos(x + ¢).

1 V2 1 V2

On sait que r = V12 +12 = /2, et cos(p) = —= = —, et sin(p) = ——= = ———.
q % V2 W) ="5=3 (0)=-75 5
T
Ainsi, ¢ = ~1 convient. L’équation se réécrit donc :
2 3 3
ﬂcos(w—Z)——1<:>cos<x—z>——\2f—cos(2) @x—%zizﬁpﬂ]

Ainsi, on trouve : (ac = —2[27@) ou (z =7[27)) |

b) On cherche 7 > 0 et ¢ € R tels que pour tout z € R, —/2
cos(x) + v/2sin(x) = r cos(z + ¢). On sait que :

r:\/\/ﬁ2+ﬂ2:\/1:2,etcos(go): _f
37

Ainsi, ¢ = ——— convient. L’équation se réécrit donc :

(o) =1 = oo ) =g men ()
COoS | © 1 = COS | T 4 —2—COS3.

On obtient : x = Zﬂ + g, c’est-a-dire :

—1
a::( 5T ou 577) [27] |
12 12

, et sin(p) = —

“l%

¢) La rédaction est la méme, on ne la détaille pas dans la suite. On obtient 2 cos <2x + 73T) = /2,

¢ d | (137 om (]
et donc par congruences : |z =  — — ou o | [r])
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s s
d) L’équation se réécrit : 2 cos (x - 3) < /3, c’est-a-dire cos (a: — 3) <

2
Ceciéquivautéa:—zé U [W—Fkﬂ,ﬂ—i-kﬂ},etdoncona: S= {
3 kez 3 3

9. 1. Soienta,beR. cos(a+b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b) et cos(a—b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b),
donc :
cos(a + b) + cos(a — b) = 2cos(a) cos(b)
2. Soient p,q € R.

: . . N +
On applique la question précédente a a = pra

cos(a + b) + cos(a — b) = cos(p) + cos(q) = 2 cos(a) cos(b) = 2cos (T) (192—‘1)

etb:]%. Onaalorsa+b=peta—b=gq,dou:

3. Soient z € R.

a) Avecp=x et ¢=3x,on a:

cos(x) + cos(3x) = 2 cos (x 23:6) cos (x _ng) = 2 cos(2z) cos(—x) = 2 cos(z) cos(2z).

b) Avec p = 4x et ¢ = 10z : cos(4x) + cos(10z) = 2 cos(7x) cos(—3x) = 2 cos(3x) cos(7x).

4. On applique de nouveau la factorisation de la question 2.

a) Pour tout x € R, on a cos(2z) + cos(12z) = 2 cos(7z) cos(—bz) = 2 cos(5x) cos(7z), donc I'équa-
tion devient :

cos(bx) (3 —2cos(7z)) = 0 <= <cos(5x) =0 ou cos(7z) = ;) <= cos(bz) = 0 puisque
S¢lL

w [
Ainsi, on obtient |z [] .

10 |5

b) Pour tout x € R, on a cos(2z) + cos(4x) = 2 cos(3z) cos(z), et donc I'équation devient :

cos(3z) (1 +2cos(z)) =0 (cos(3x) =0 ou cos(z) = —;)

™

— [W] oux = i%[%r] )

Ainsi :
insi : |x |3

10. 1 s’agit la plupart du temps de se ramener a une équation de degré 2, éventuellement avec un
changement de variable.

a) sin?(z) = 1 — cos?(z), donc I'inéquation devient 2 cos?(x) — cos(z) — 1 < 0.

Avec le changement de variable y = cos(x), on doit résoudre I'inéquation 2y? —y — 1 < 0. Ce trindme

1£3
a pour discriminant A = 9 > 0, donc il a deux racines réelles, données par 0 c’est-a-dire 1 et —35

1
Le trindme a un coefficient dominant strictement positif, donc ona 2> —y—1<0 < y € [—2, 1} .

1
On a donc 2sin?(z) + cos(x) —1 > 0 <= cos(z) € [—2, 1}.

Finalement : |S = [0, 2;] U [4;,24 .

b) De méme, 1’équation devient cos?(x) — 3cos(z) = 0 <= cos(x) (cos(z) —3) = 0 <= cos(z) = 0
puisqu’on ne peut pas avoir cos(z) = 3.

. T 3T
Ainsi : S_{Q’Q}'
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c¢) Le domaine est ici [0, 27] \ {;T, 3;}

Avec le changement de variable y = tan(z), on doit résoudre y?> — —=y + 1 < 0. On obtient que ce

V3
%, \/3[, et donc :

1
trindme a deux racines réelles : 7 et v/3. Ainsi, on a tan(z) € }
T Tm 4w
=55l 1551

d) Avec sin?(x) = 1 — cos?(z) puis le changement de variable y = cos(z), '’équation devient 4y + 432 —
3y — 3 =0.
—1 est racine évidente de ce polyndme, et on a :

4y° + 4y =3y —3 = (y+1)(4y° —3) = 4(y + 1) (y—\/g> <y+\/§>-

2 2
3 V3
Finalement, 1’équation devient cos(z) € {1, \g, \2[}, c’est-a-dire :
T 57 T 11w
S=q—-,—, 71, —,— ¢ |
{6’ 676 6 }

e) On écrit cos(4z) = 2cos?(2x) — 1. Ensuite, avec le changement de variable y = cos(2z), I’équation
devient 2y? —y — 1 > 0.
Les racines de ce trindme sont —1 et 2, donc on obtient :

cos(2z) €] — oo, —1[ U |2, +00[. C’est impossible! Ainsi : .

2 sin? 2 — 2 cos?
f) Avec la définition de tan, I'équation se réécrit 2sn(T) 3 o cestoandire 2222 3 g oy
cos(z) cos(x)
encore : , )
2 _
cos™(z) + ( C)O 5(2) > (. Avec le changement de variable y = cos(z), on réalise le tableau de signe
cos(x
23y =2 w422y -1
Y Y 1 | 1
On obtient : y € |-2,0] U ]2,+oo {, c’est-a-dire cos(z) € [-1,0[ U }2, 1] puisque cos est & valeurs
dans [—1,1].

Finalement, on en déduit : |S = [0,;{ U ]F ?m[ U :|57T,2’/T:| .

11. 1 s’agit de résoudre des équations ou inéquations pour déterminer le domaine de définition dans
chaque cas.

a) On résout I’équation 14-cos(x) = 0, c’est-a-dire cos(z) = —1. On obtient comme domaine de définition :
|D=R\{r+ 2 |keZ}|

b) On résout I'équation sin?(z) — 2sin(x) — 3 = 0, & 'aide du changement de variable y = sin(x).
On obtient y = —1 ou y = 3, c’est-a-dire sin(x) = —1 puisqu’on ne peut jamais avoir sin(z) = 3.

T
Ainsi, les "valeurs interdites” sont les x € R tels que sin(z) = —1, c¢’est-a-dire {2 +2kn |keZ }

Le domaine de définition de f est donc |D = R\ {—;T +2km | k € Z} )

c¢) On doit avoir cos?(x) — cos(z) > 0, c’est-a-dire cos(z) (cos(z) —1) > 0, et donc cos(z) €] —
00,0] U [1,4o00].
Comme cos est & valeurs dans [—1, 1], ceci devient cos(z) € [—1,0] U {1}.

Le domaine de définition est donc |D = {2kw |k € Z} U U {

3
T + 2k, on =+ 2/{:71] .
kezZ

2 2
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d) On doit résoudre cos?(z) + 2 > 0, c’est-a-dire cos®(z) > —2.
Par stricte croissance de la fonction cube, on sait que pour tout x € R, on a cos®(z) > (1) = —1 >
—2. Ainsi, cette inéquation est toujours vraie!

La fonction est donc définie sur |R tout entier |.

e) On doit résoudre x — sin(x) > 0, et on le fait par une étude de fonction! Nous I'avons déja fait dans
le TD précédent! L’ensemble de solutions est Ry, et donc : .
f) Les valeurs interdites sont les 2 € R telles que sin(3z) = 0 ou sin(z) = 1 ou tan(z/2) n’est pas défini.
T 7r
La premiere équation donne x =0 {3], et la seconde donne sin(x) = 1, c’est-a-dire = = 5[271’].

Enfin, pour la tangente, on obtient x = 7[27].
Le plus simple est de représenter les valeurs interdites sur le cercle trigonométrique ! On peut cependant
écrire :

D:R\({gmkwykez} U {kglkez}).

12. (*) Pour tout entier n € N*, je note P, la propriété suivante :

"Va €]0, 27, cos (5)cos(g)...cos (5x) = L(a)a”.
2" sin (2”>

o Initialisation (n = 1). Soit a €]0, 27[. Pour n = 1, le membre de gauche est simplement cos (;), et

le membre de droite sin(a)
2sin | —
2
a . a . a . .. . a .
Or 2cos (2> sin <2> = sin (2 X 2) = sin(a), donc en divisant par sin <2> # 0, on a bien :
cos <;> = m, et ce pour tout a € R : P; est bien vraie.

2sin (a)
2

o Hérédité. Soit n € N* fixé. Supposons que P, est vraie et montrons que P, est encore vraie.
a
Soit a €]0, 27[. En appliquant I’hypothese de récurrence a 5 €]0, 7[C]0, 27[, on sait que :

()

cos (§) cos (§) .. .cos (2,1‘11) = PR
2™ sin <2n+1>

a
Ainsi, en multipliant les deux membres de 1’égalité par cos (2 ,ona:

) ()

cos (§) cos (§) ... cos <2n+1 = - = - = -
27 sin <2n+1) 2n+1gin (2n+1> 2" sin (2n+1)

_ sin(a)
) 2" sin (2731-1>

e Conclusion. Par principe de récurrence, on a bien montré que :

Vn € N*,Va €]0,2n[, cos (§)cos (%) ...cos (%) = sin(a)

on :
2" sin (;)

, et ce pour tout a €]0, 2|, donc

P41 est vraie!
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