TD Ch8 — Suites usuelles

1. 1. Soit (tn),en une suite réelle et A < 0. Montrer que :
(a) (un)pen €St croissante < (Auy), oy est décroissante.
(b) (un),cn est majorée < (Auy),cn est minorée.

2. Soient (un),cn €t (Vn),en deux suites réelles croissantes.
a) Montrer que (u, + v, est croissante.
( ) q neN
(b) La suite (unvy),cy est-elle croissante ?

n

2. Calculer le terme général, étudier la convergence, et calculer la somme des termes S = Z uy, pour les

k=0
suites (up)nen définies par ug = 2 et pour tout n € N :
a) Upt1 = Up + 3 b) un+1:un+§ C) Uptl = Uy — D
Un
d) up+1 = 3uy, e) Upt1 = - f) upy1 = —duy,
Un 1 .
g) Unt1 = 3up +3 h) upy1 = 5 + 3 1) Upy1 = —u, —4
3. Dans chacun des cas suivant exprimer u, en fonction de n.

a) up =2et ¥n € Nyupy1 = %un +2 b) u; = —4 et Yn € N*  up41 = 3uy, — 2
c) up=1et Vn € N* u, = —%un,l +2 d) up € Ret Vn € Nyupy1 + 2u, =1

4. On définit les suites (un), (v,) € RN de la fagon suivante : ug = 1,v9 = 2 et pour tout n € N :
Upt1 = SUup + 2v,
Uni1 = 2up, + 3v,

1. Montrer que la suite (v, — uy),cy €st constante.
2. En déduire que (u,) est arithmético-géométrique.

3. Calculer alors u,, et v, en fonction de n.

5. Soit a € R’ . On considere la suite (un),cn- définie par son premier terme u; > 0 et la relation de
récurrence :
Vn € N*, upiq = au%
1. Justifier que Vn € N*, u,, > 0.
2. On pose pour n € N*,v,, = In (u,). Montrer que (v,) est une suite arithmético-géométrique.

3. En déduire 'expression de u,, en fonction de n.

&

On définit une suite (u,) € RN par récurrence, en posant ug = 4 et pour tout n € N, u, | = V2u2 — 9.
. Montrer que pour tout n € N, on a u, > 3, et en déduire que la suite est bien définie.

. Pour tout n € N, on pose w, = u2. Déterminer la nature de la suite (wy,).

w N =

. Exprimer w,, puis u, en fonction de n.

7 ( . Pour ces suites définies par récurrence, calculer le terme général en fonction de n :

3 1
a) up = 2 et VTZEN,Un+1:2U§L b) u; =1 et VnEN*7Un+1:(7;HUn
n
c) up =3 et Vn € N,upy1 = up + 2¢/u, +1 d) up =5 et Vn € N, upq1 = 2up, — 2"

On pourra s’inspirer des deux exercices précédents.
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8. On considére la suite (un) définie par : up=0 et Vne N u,p = 5;‘n”+_22
1. Montrer que u, > 1 pour tout n > 3.
2. On note alors pour tout entier n, w, = Zz:%
a) Justifier que le terme w,, est bien défini, pour tout entier n.
b) Montrer que (w,,) est une suite géométrique.
3. Exprimer w,, puis u, en fonction de n.
9. Dans chacun des cas suivant exprimer u, en fonction de n :
ug = 2 ug = -1 %
a) . 5 et  Vn € N,upyo = 3upt1 — 2u, b) " 5 et  Vn € N* upt1 = 4du, — dup_1
1= 1=
uy = 1 uy = 2
c) " /3 et VneN,uppo+upt1+u, =0 d) " et Vn € N,upto = —8upy1 — 16u,
1= 1=—
u =1 ug =1
e) . . et Vn >3, up = Up_1+ Upn_2 f) w9 et  Vn € N, upio = —4u,
2= 1=
ug = 3 1 3 2 ug > 0 ud g
g) 1 et VneN, = - — h) et Vn €N, upio = —5
(751 3 Un+2 Un+1 Up, up >0 Uy,
10. On définit deux suites (Un)neN €t (Vn)nen pPar up =0, v9 =1 et Vn € N :
Upt1 = 2up, — 4o,
Uil =  Up + 4v,

1. Ecrire une fonction Python qui prend en argument un entier n et qui renvoie les valeurs de u, et vy,.
2. Montrer que pour tout n € N :uy49 = 6upr1 — 12u,.

3. Déterminer les solutions de z? — 62 + 12 = 0 et les mettre sous forme exponentielle.

4

. En déduire la valeur de u,, en fonction de n.

11. On considere les suite (Un)pen €t (Vn),en définies par

11

=2 4
ug = 3, v = et VneN: {Un+1 Un + 4Un

Un+1 = %un + vn
1. Exprimer u,42 en fonction de w41, u, et vy,.
2. Déterminer les valeurs de o, 5 € R telles que : Vn € N, up10 = atnt1 + Buy.

3. Exprimer u, en fonction de n, puis en déduire v, en fonction de n.

12. : Soit (tn),en la suite définie par :
up=2,u1 =6, et VYneN :  wupyo— dupyr +6u, =2n—1
1. Déterminer a,b € R pour que la suite définie par w, = an + b vérifie la méme relation de récurrence
que la suite u.
2. Notons pour tout entier n : d,, = u,, — w,. Montrer que (d,,) est récurrente linéaire d’ordre 2 .

3. En déduire 'expression de d,, en fonction de n.

4. En déduire I'expression de u, en fonction de n.
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Suites et Python

13. Pour chacune des suites définies ci-dessous, écrire une fonction Python qui prend en argument un
entier n et qui renvoie le terme de rang n de la suite.

a) up = 1 et pour tout n € N :  w,y1 = cos(uy)

b) ug = 3 et pour tout n >3 : w, =3up—1 —5
1

c) VneN": u, =3x2"— —
n

d) ug =1 et pour tout n € N :  wuy,y1 = nu, +1

14. 1. Ecrire une fonction liste_Fibo qui prend en entrée un entier n > 1 et qui renvoie une liste
contenant les premiers termes de la suite de Fibonacci, de Fy a Fj,.
On rappelle qu'on a Fy =0, F1 =1, et pour tout n e N: Fri0=F, + F,11

2. En déduire une fonction Fibonacci, qui prend en entrée un entrée un entier n € N et qui renvoie le
terme de rang n de la suite de Fibonacci.

3. Sur le méme modele, écrire une fonction Python qui prend en argument un entier n et qui renvoie le
terme de rang n de la suite définie par :

up =0, uy=—-1, et Vvn e N :  wupi0 = (n2 + Duptr + up

15. Ecrire une fonction Python qui prend en argument une fonction f, un réel a et un entier n, et qui
renvoie le terme de rang n de la suite (u,) définie par :

up =a et Vn € Ny upt1 = f(up)

16. On définit deux suites u et v par :

U = 3u, + 2w
up=a€R, vy=beR, eVneN: { et " "
Upt1 = U, — 4o,

Ecrire une fonction Pyton qui prend en argument deux réels a,b et un entier n, et qui renvoie les valeurs

(Uny Vp)-

17 <*) « On considere les suites arithmético-géométriques, définies par un premier terme ug € R et une
relation de récurrence de la forme u,4+1 = au, + b avec a,b € R.
Ecrire une fonction Python qui prend en argument trois réels w0, a, b et un entier n, et qui renvoie le terme
de rang n de la suite définie ci-dessus, sans utiliser de boucle! On pourra s’efforcer de faire une fonction
de seulement 2 lignes.
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