Correction TD 18 : DL

I Calculs de développements limités

Correction 1.
1
1. DL en 0 a ’ordre 2 de f(x) = e* — 1 :
—x

On écrit chacun des DL et on fait la somme :

2 2

f(z) = l+x+ % +o(z?) — (14 z + 2% + o(2?)) = —% + o(z?).
l,?
On obtient donc : | f(z) Y + o(z?) |

2
T
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 0, et comme -5 < 0, Cy est en dessous de sa

tangente au voisinage de 0.

2. DL en 0 a V’ordre 4 de f(x) = exp (sinx) :
On a, en écrivant le DL4(0) de la fonction sinus :

f(z) = exp <w - 5 + 0(354)) .

3

On pose u(x) =z — a7 + o(z*). Comme u(z) —>OO, on peut composer les DL. On a :
. r—r

2 3 4
u_ v v n 4
661+u+2+3!+4!+0(u)

donc on en déduit :

_ _r 4
f(x) = 14z T 5 + o + m + o(z")
3 2 4 3 4
_ rr i T 4
R TR SRl Sve TR TG
2 4
X X
Soit : f(a:)ﬁl—k:z—i-?—g%—o(x‘l).

2
x
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 1 + x, et comme > > 0, Cy est au dessus de sa

tangente au voisinage de 0.

3. DL en 0 & l’ordre 2 de f(x) = V1 +z + 22 :
On pose u(z) = x + 2. Comme u(x) —>0 0, on peut composer les DL. On a :
T—r

=

1 l(l_l) 2 2
(1+u) ?l—l—gqu%u +o(u”),

donc on en déduit :
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2
Soit finalement : | f(x) = 1+ % + §x2 + o(x?) |

T 2
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 1 + 3 et comme §x2 > 0, Cy est au dessus de sa
tangente au voisinage de 0.
4. DL en 0 a Pordre 5 de f(x) = cos v/x :

On pose u(z) = y/x. On a bien u(0) = 0, on peut donc composer. On écrit le DL de cos a lordre 10, afin
d’obtenir de l’ordre 5 en remplagant u par y/z. On a :

2 4 6 8 10
T I D T 10
e R T T T I
2 3 4 5
soit en composant : f(x)?l—g—k%—%—i-%—%'—l—o(x‘r’).

x T
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 1 — oL et comme T > 0, Cy est au dessus de sa

tangente au voisinage de 0.

1 1

5. DL en 0 & Pordre 1 de f(x) = — — oy
X sinx

On écrit le DL de sin a 'ordre 3 car il y a des simplifications :

1 1 1

- = 3 = .
sInz 0 g — %+ o(z?) 0 a:(l—%?—%o(ﬂ))

On pose u(x) = —%? +o(2?). On a :

LI B
1—|—u3 u o\u).

Comme u(z) e 0, on peut composer les DL :
Tr—r

et donc :

soit finalement : | f(x) = —% +o(z) |

x
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = e On ne connait pas le terme suivant du DL,

donc on ne peut pas déterminer la position de Cy par rapport a sa tangente au voisinage de 0 (il faudrait
pousser le DL plus loin).

6. DL en 0 a l’ordre 5 de f(x) = (cosx)"* :
On commence par mettre la fonction sous forme exponentielle, car cosx > 0 au voisinage de 0 : f(x) =
exp(sinz In(cos z)). On écrit le DL de cos et on remplace dans le logarithme :

2 4
In(cos x) = In (1 SR 0(x4)> .

2 4!
2 2t 4
On pose u(x) Y + o + o(z"). Comme u(x) ijO, on peut composer les DL :
2 3
ut o u
(1 +u)=u— o+ % 4 oud).
n(+u)0u 2+3+0(u)
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Soit par composée :

2 4 2 4\ 2
x x 1 x x 5
In(cos z) = 3 + 3 <—2 + 4‘> + o(z”)
2 4 4 2 4
- _r,r_zr 5y — T T 5
D T R R A N TR
On multiplie ensuite par le DL de sin :
3 5 2 4 3 5 5 3
sinz In(cosx) = <a: - % + % + 0(955)) (—962 - % + 0(3:5)) = —% - % + % +o(z”) = =% +o(2”)
Puis on pose u(z) = Y + o(z”), et on compose par le DL de exp car u(z) —>OO S f(x) = 1-— 5 +o(z”) |
T—
3
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 1. De plus, on a —% > 0 si z <0, donc Cy est au

3
x
dessus de sa tangente au voisinage de 0 a gauche, et -y < 0six >0, donc Cy est en dessous de sa tangente

au voisinage de 0 a droite.

7. DL en 0 a l’ordre 2 de f(x) = (1 —l-X)i :
On passe sous forme exponentielle : f(z) = exp(1In(1 + z)). On écrit ensuite le DL3(0) de In(1 + z) et on
divise par x :

2 3 0 2 3

Attention on ne peut pas composer directement car ce qu’on obtient ne tend pas vers 0! On remplace dans
I’exponentielle :

1 1 2 3 2
1n(1+x)§<x—m+x+o(x3)> :1—£+£+0(x2).
x x

2 2
) g o (1= 5+ 5 o)) g exemn (=5 + 5 + o).

On peut cette fois composer par le DL de exp. On obtient :

fo)se(1-5+ 5+ 5 4ota)

Soit : | f(x) =e (1 - g + %aﬂ + 0(x2)> :

e 11
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = e — 5.%‘, et comme ﬂacQ > 0, Cy est au dessus de sa
tangente au voisinage de 0.

8. DL en 0 a ’ordre 8 de f(x) = sinx — xcosx :

On écrit les deux DL de sin et cos et on remet dans I’expression de f. On obtient : | f(z) = % 30 T 310 o(z®) |

3
x
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 0. De plus, on a 3 < 0siz <0, donc Cy est en

3
x
dessous de sa tangente au voisinage de 0 a gauche, et 3 > 0siz >0, donc Cy est au dessus de sa tangente

au voisinage de 0 a droite.

9. DL en 0 & l’ordre 2 de f(x) =2 —1:
On passe sous forme exponentielle : f(z) =e

: In®(2) , 2
de exp. On obtient : | f(z) = xln2+ — + o(x*) |

2 _ 1 Ona lim 2In2 = 0, donc on peut composer par le DL

z—0

z2, Cy est au dessus de sa

On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = x1n2, et comme

In? (2)
2

tangente au voisinage de 0.
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10. DL en 0 a l’ordre 3 de f(x) = eVt :

On écrit le DL de v/1 + z :
2 3

X X X
Vitr=142_ 2% 3.
troltg -5t tel)

Attention, cette expression ne tend pas vers 0, on ne peut pas composer directement. On remplace dans
I’exponentielle :

2 3 2 3
f(x)ﬁexp<1+;—g+f6+0($3)> ﬁexexp<§—z+glc6+0(l‘3))-

On peut cette fois composer, et on obtient :
() 1+:c a:2+a:3+1 T :z:2+3:3 2+1 x x2+x3 3+(3)
r)=e ——— 4+ —+4+ ===+ = e e o(w .
0 2 8 16 2\2 8 16 31\2 8 16

3
On en déduit : | f(x) =e (1 Iy 0(&03)) .

3
e x
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = e + 5% De plus, on a = < 0six <0, donc Cy
3

x
est en dessous de sa tangente au voisinage de 0 & gauche, et YT > 0six > 0, donc Cy est au dessus de sa

tangente au voisinage de 0 a droite.

11. DL en 0 a l’ordre 6 de f(x) = tan?x :
3 220 6
On a tanx =z + 3 + 15 + o(x”). On éleve ce DL au carré :

3 220 6 2 9 6
tan:c? m+§+1—5+0(x) =2° 4+ —+ —+ — +o(z").

2 1
On obtient : | f(x) = 2 + §x4 + 4—;956 + o(z%) |

On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 0, et comme z2 > 0, C ¢ est au dessus de sa tangente
au voisinage de 0.

12. DL en 0 & ’ordre 3 de f(x) =1In (smx) :
b

On commence par écrire le DL a l'intérieur :

2

On pose u(x) = —ar + o(z®). On a bien il_}l% u(z) = 0, donc on peut composer par le DL du logarithme, et

—— +o(z?) |

on obtient : | f(z) =75

2
x
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 0, et comme s < 0, Cy est en dessous de sa

tangente au voisinage de 0.
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1+x

13. DL en 0 & ’ordre 3 de f(x) = A—xp :
- X

On a:

=1+x+2>+2° +o(z?).
-2 0

On éléve ce DL aa cube :
1 J—
(1-2)3 0o

Puis on multiplie par 1 + x :

(1+x+x2+x3+o(x3))3 =143z +32% +32° + 2° + 322 + o(2?) = 1+ 32+ 622 + 42° + o(2?).

f(z) = (1+2z) (1 + 3z + 62 + 42° + o(z?)) = 14 3z + 62% 4 423 + = + 32° + 623 + o(2?).

Soit en rassemblant les termes : | f(z) = 1+ 4z + 922 4 1023 + o(23) |.

On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 1 4 4z, et comme 922 > 0, C ¢ est au dessus de sa
tangente au voisinage de 0.
14. DL en 0 a ’ordre 4 de f(x) = In (1 + cos (2x)) :
On commence par écrire le DL de cos(2x) :
2 4 4
cos(2x) 0 1-— (2? + (QZ) + o(x*) = 1—222% + 2% + o(z?).
On remplace dans f(x) :

5 2zt 4 5 2zt 4
f(a:)ﬁln 1+1-2x —i—T—i—o(x) ?ln 2—-2x —l—?—i—o(w) .

Attention, on ne peut pas composer directement par le DL du logarithme :

f(x) ?ln2+ln (1 —x2+a§+o(x4)> .
4

x
On compose ensuite les DL en posant u(z) = —z% + 3 + o(z1), qui tend bien vers 0 en 0, et on obtient :

) ot 4
f(x)?IHQ—x _F+O(CE>'

On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = In 2, et comme —220, C + est en dessous de sa tangente
au voisinage de 0.

1
15. DL en 0 a ’ordre 3 de f(x) = # :
x1 +x+2
On essaye de se ramener & du —————, avec u(z) qui tend vers 0 en 0 :
1+ u(z)
1 1 1o
72
On pose u(x) = = + —, et on a bien lim u(z) = 0, on peut composer les DL :
2 2 z—0
1 1 1 a:+m2 n x+x22 x+x2 3+(3>
- =—|1-(=4+ = -4+ =) ==+ —= o(x i
22+r+20 2 2 2 2 2 2 2
, . 1. . 1 z 322 28 3
En développant, puis en multipliant par 1 + x, on obtient : | f(z) =3 1+ 57 4 + 3 +o(x”)|.

1 =z x?
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 3 + 5 et comme 3 < 0, Cy est en dessous de

sa tangente au voisinage de 0.
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. 2
16. DL en 0 & ’ordre 4 de f(x) = <smx>
b

On écrit tout d’abord le DL a l'intérieur :

sinz 1 3 4 z? 3
. H:E<a:——|—0(x )) Hl—ﬁ—ﬁ—o(az ).

2

2
On éleve ensuite au carré, et on obtient : | f(z) = 1- % + 4—53:4 + o(zh) |

2
x
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 1, et comme -3 < 0, Cy est en dessous de sa

tangente au voisinage de 0.

17. DL en 0 a ’ordre 4 de f(x) = cos (E x ) :
2 tanx

On commence par le DL a l'intérieur :

x x 1

tane 0 g4 0 4 220 4 o(y5) 0 1 4 20 4 280 4 gl

2 4
2
On pose ensuite u(x) = % + 1—:%, qui tend vers 0 en 0. On peut donc composer les DL et on obtient :
2 4 2 4\ 2 2 4
T T 2x T 2x T 11z
=1—-(=4+= —_ 4t — H=1-" 4.
tanz 0 <3+15>+<3+15> tola) Gl=g + 55 +ol@)

On remplace dans f(x) :

2 112t 11
f(x) = cos <72T (1 — % + 4§ + 0(:1:4)>> = sin <gx2 — 9—59&4 + 0(x4))

T o 1lm 4

en utilisant les formules de trigonométrie. On a gx — Wm + o(x*) qui tend vers 0 en 0, donc on peut
composer les DL, et on obtient : | f(x) = %332 + ;—0x4 + o(z*) |.

T
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = 0, et comme 6:162 > 0, Cy est au dessus de sa tangente

au voisinage de 0.

18. DL en 0 & ’ordre 3 de f(x) = (1 + arctanx)% :
On met sous forme exponentielle : f(z) = exp (2 In (1 + arctanz)).

On a de plus : arctanz = x — % + o(z*), et donc on doit calculer le DL de :
23
In(1 + arctan x) = In (1 +z— 3 + 0(1:4)) :

3
Ona limz — % + o(z*) = 0, donc par composée de DL :

x—0
3 3\ 2 3\ 3 3\ 4
x 1 T 1 x 1 x
1 1 t — - — = - _ _ - _ 4
n(l + arctanz) = T3 2<:c 3> +3<az 3) 4(9& 3> + o(z%)

2 12

|
S

|

|
+

|
+
2
8
N

On obtient :

3 3
f(zx) = exp <1 - g + % +0(w3)> = e X exp <—;C + % +0(:p3)> .
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3
On a lin%) _z + r + o(z®) = 0, donc par composée de DL :
z—

2 12
3 3\ 2 3\ 3
T T 1 T 1 T
= 1 —Z Sl (i Sl (i 3
f@) 5 6( +( 2+12)+2< 2+12> +6< 2+12> +O(x)>
r 2?23 3
= e<1—2+8+16+0(az)>
. er er? exd 3
On obtient finalement : f(x)?e—?+?+ﬁ+o(x).

2
e ex
On en déduit que la tangente en 0 a pour équation y = e — 5% et comme 3 > 0, Cy est au dessus de sa

tangente au voisinage de 0.
Correction 2. Je ne donne les détails que pour le début.

1
1. DL de f(x) = /x au voisinage de xy = 1 a Vordre n = 5.

1 1 1
On se rameéne a 0 en posant X = z — T soit x = X + T On cherche le DL5(0) de F(X) = Z—'—X =
1
2 (14 4X). Pour cela, on pose u(X) =4X. On a u(0) =0, et :
1 L(_1 L(_1y3 L(_1y3(_5 L(_1y3 (_5\7
(1+u)§?1+2u—|—2(22)u2—|—2(3'2)2u3+2( 2)4‘2( 2)u4+ 3 ( 2)52‘( 2)2u5+0(u5).

Soit par composée de DL :

F(X) (242X —2X% +4X° — 10X* + 28X° + o(X")).

DN |

0

On en déduit, en revenant a = : | f(z)

4 4 4

- —@=t2 ot s e - o=t

4

)E

1
On en déduit que la tangente en 7 & pour équation y = % + (z — 1)7 et comme —(z — 1)2 < 0, Cy est en

dessous de sa tangente au voisinage de —.

4
1
2. DL de f(x) = — au voisinage de xy = 1 4 ’ordre n quelconque.
X
1
On se rameéne a 0 en posant X = 2 — 1. On doit faire le DL en 0 de g(X) = X1 On obtient :

9(X) = 1- X+ X2 - X2+ X+ .+ (=) X" + o(X™).
En revenant & z on a donc :

J@) =1= (@ =D+ @ =17~ (@ = 1P+ (= D+t (1)@ = 1) +o((@ — 1))

On en déduit que la tangente en 1 a pour équation y =1 — (z — 1) = 2 — z, et comme (x — 1)? > 0, Cyr est
au dessus de sa tangente au voisinage de 1.

3. DL de f(x) =
X_

1
1 au voisinage de x¢o = 3 a ’ordre n = 4.

X+4
On se ramene a 0 en posant X = 2 — 3. On doit calculer le DL en 0 a I'ordre 4 de g(X):Xii? Ona:
1 1 1 1 X  x? x3 Xx¢
= (1St T T (xt
X 12 2X1+{§o2< AR T )>’
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I1

. DL de f(z) =

puis par produit :

X +4 1 X x? x* Xt 4
S NS U (DA S ¢
x+2 o ¢ )<2 178 6 T T
X x* x3 xt
— oS 2 2 xt
> T T s T o)
\ . 1 1 2 1 3, 1 4 4
En revenant a x, on obtient : | f(x) = 2— 5(:5 —3)+ Z(x —3)° — g(:): —-3)° + E(w =3)"+o((x—3)%)|
1
On en déduit que la tangente en 3 a pour équation y = 2 — 5(:13 — 3), et comme Z(x -3)2% >0, Cy est au
dessus de sa tangente au voisinage de 1.
. DL de f(z) = T au voisinage de zy = " a Yordre n =3 (Difficile).
N 4
2 2 1 2 6
On se ramene a 0 en posant X = x—%. On obtiji¢iftr) E \/; [1 + (z — %)(1 — ;) + (z — %)2(—5 - + ?) + (z —
L ™ , . 2 U 2 Mo, 1
On en déduit que la tangente en — a pour équation y =/ — |1+ (z — —)(1 — —)|, et comme (x ——)“(—= —
4 s 4 s 4 2
2 6
-+ 7) < 0, Cy est en dessous de sa tangente au voisinage de %
T T
. DL de f(z) = £ =T au voisinage de zp = 1 a ’ordre n = 3.
1 )
On se ramene a 0 en posant X = z—1. On obtient : | f(z) = 1—(z—-1)— 5(56 —1)%+ 6(1‘ — 12 +o((z—1)3))|

1
On en déduit que la tangente en 1 a pour équation y =1 — (x — 1) = 2 — x, et comme —5(33 —1)? <o, Cr

est en dessous de sa tangente au voisinage de 1.

. DL de f(z) = ¢! au voisinage de 9 = 1 4 I’ordre n quelconque.

L@ — 1)1

1 1
On se rameéne 4 0 en posant X = z—1. Onobtient :| f(z) =14 (z — 1) + =(z — 1)* + S(z —1)3+ - + =
n!

2 3!

1
On en déduit que la tangente en 1 a pour équation y = 1+ (z — 1) = x, et comme 5(36 —1)2> 0, Cy est au

dessus de sa tangente au voisinage de 1.

z"Inx .. .
1 au voisinage de xyp =1 a 'ordre 2.

22 _
NI . 1 z-1 9 n  nn-—1)
On se ramene a 0 en posant X = z—1. On obtient : | f(z) <5 + 5 m—1)+(x—-1)“(1— 5 + T) +o((z
s , . 1 -1 9, 1 n(n—1)
On en déduit que la tangente en 1 a pour équation y = 5—1— 5 (n—1), et comme (z—1) (1—§+T) >

0, Cy est au dessus de sa tangente au voisinage de 1.

Recherche de limites et d’équivalents

Correction 3. Je ne donne les détails que pour les premiéres questions.

1. Calcul de la limite de z —

ena=0:

e’ —In(l+4x) —cosx
sinz —x
Inutile de calculer un DL de la fonction. Il suffit ici de calculer un DL du numérateur, un DL du dénominateur,
d’en déduire des équivaments et de conclure par quotient d’équivalents. Pour cela, I'idée est de faire un DL
de chacun des termes, a un ordre suffisamment grand pour qu’il reste un terme, mais pas trop grand non

plus pour ne pas compliquer les calculs. On a :
2 2 2 3 2 3 2

em—ln(l—}—x)—cosx?l—l—x+%+o(x2)—(x—%+0($2))—(1—%—|—0(1’2))?%4—0@2)3/%.
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Et pour le dénominateur :

3 3 3

nr—p—=g— L 3y L Y 3y o
sinz —z =z 6+0($) x = 6—1—0(30)0 5
322
Par quotient d’équivalents, on en déduit : f(z) ~ ——%- = ——,etdonc:| lim f(z) = —oco et lim f(z) = +oo|.
0 5% x z—07F z—0~
cos x — si
2. Calcul de la limite de = — reosy — S ena=20:

3
T
On fait un DL au numérateur :

f(l') ? 23 = 3 = _g + 0(1)
S . 1
On en déduit : | lim f(z) = —< |
z—0 3

sin?z — zn (1 + )

e +cosx —sinx — 2

3. Calcul de la limite de z — ena=20:

On a pour le numérateur :

ool (1+2) = (o-+o(a?)? 2 rola?)) = aof?) e+ ofa) = Lt ola?) o 2
sin“z —zIn ) = (v +o(z vz =5 +o(a%) ) = 2" +ofz 2"+ 5 +o(2%) = 5 +o(a”) v 5
Et pour le dénominateur :
2 3 2 3 3 3
e$+cosx—sinw—2§1+x+%+%+1—%—x+%+0($3)—2§%+0(w3)r5%.
= 3 3
Par quotient d’équivalents, f(z) ~ 2 = =, donc | lim f(z) = = |.
0 Z- 2 z—0 2
1
4. Calcul de la limite de z — 23sin () — 22 en a=+o0:
x
1
On commence par poserX:;. On cherche la limite en 0 de g(X):FsinX—ﬁ. Ona:
1 X3 1 1
X)= = (X-"40oX})| - = =—=+0(1).
o) 5 53 (X =T +0(8%)) = g3 =~ +ol0)
On en déduit :| 1 )= 1
n en déduit : xirfmf(x =5/
1
5. Calcul de la limite de z— — — —5—ena=0:0na:
x sin® x
z3 3 )2 2 3 3
sin2(a:)—x2 (x—F—}—O(aj )) — X $2—2‘%—x2—|—0(x3) _%_’_0(563)
f('r): > o = 2 = N — 2 .
x?sinx 0 x2sinx 0 rsinx 0 22?sinz
. o (a e : o _3 __* NET - -
Or on sait que sinz > (inutile ici de faire un DL), donc f(x) S s 3 et : ilg[l) f(x) 3|
.. ¥ —x
6. Calcul de la limite de x — —— en a =
l—z+Inzx

On commence par poser X =z — 1. On calcule la limite en 0 de :

(X+1)X+1_(X+1) e(X+l)ln(X+1)_X_1

I = Tt Wiy —X
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Orona: )

X
(1 +X) =X - <+ o(X?),

donc en remplagant :
2

X2 X
6(X+1)1H(X+1) ? exp <(1 + X) <X — 7 + O(X2)>> ? exXp (X + -+ 0(X2)>

2

On peut composer par le DL de ’exponentielle, car X + X72 + 0(X2) tend vers O :

X2 1 X2\?
e(XH)ln(XH)?l—f—X—l——i—(X—l—) +0(X2)?1+X+X2+0(X2)-

2 2 2

On a donc pour le numérateur :

XA In(X+1) _ x g = X2 +0(X?) ~ X2,

X? X?
Pour le dénominateur, on a : In(1 + X) — X = 5 + 0(X?) A donc par quotient d’équivalents,
X2
5 T —
g9(X) Y %2 = 2. On en déduit : i;ml f(zx) 2.
In (1 zlnx
7. Calcul de la limite de = — (n(—i—az)) ena=+o00:| lim f(z)=e
Inxz z—+o0
8. Calcul de la limite de = — (25 + 2% + 1)% — (2t + 1)i en a =+0o : lir+n () =0
T—r+00
1 1\ Inz
- 3% + 4= ,
9. Calcul de la limite de z — | ————— ena=+oo0:| lim f(z)=1|
2 z——+00
esinm — e
10. Calcul de la limite de 1t — —— en a =0 : | lim f(z) = —1|
sinx — tanx z—0
1 1
11. Calcul de la limite de x ~— (222 — 3z + 1) tan (7z) en a = 3 lim flz)=—|
T3 T
1 H\*
12. Calcul de la limite de = +— [(rl@nﬂ) - 1] Inz en a=+4oc0:| lim f(x)=1|
Inx T—+00
13. Calcul de la limite de z — 22 (e% - eﬁ) ena=+4oo0:| lim f(z)=1|
r—r+00
t -1
14. Calcul de la limite de = — ,aL ena=":| lim f(z) =—occet lim f(x)=4o0]|
sin (2z) — 1 4 |zt w— T
15. Calcul de la limite de z —+ 277 en a =1 : hm1 f(x)=et|
z—
1
16. Calcul de la limite de 2+ — — —— ena=1:|lim f(z) = —1|
Inx Inz z—1
Correction 4. x Je ne donne les détails que pour les premieres questions.
. 2 2
1. Equivalent de f(z) = i (£ a) au voisinage de a =0 :
On met au méme dénominateur, puis on fait un DL & 'ordre 3 :
2 2 2
~ 2In(1 +z)—2sinz 2<$+%+O(CL‘ )> = 2(x + o(z7)) —x2 + o(x?) —z2

f(x)

sinzIn(l+x) o sinzIn(1 + x)

0 sinz In(1 + z) 0 22

en utilisant les équivalents usuels de sinz et In(1 + z) en 0. On en déduit :

0

f(z) ~—1|

=1,

1BIOA - Lycée Chaptal Page 10
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2. Equivalent de f(z) = sin (2z) — 2sinz au voisinage de a =0 :
On peut composer avec le DL du sinus car 2z tend vers 0 en O :

(2:6)3 3

f(x) n 2z — o +o(2?) — 2 (x - % + 0(2:2)) = —x3 + o(x3).

On en déduit : | f(x) ~ -3,

tanx

3. Equivalent de f(z) =In < ) au voisinage de a =0 :

Il vaut mieux toujours commencer par les fonctions les plus a I'intérieur :

tanz T+ %3 + o(z?) z?
T 0 T 3

+ o(2?).

Donc en remplagant dans f :

) =t (14 % 4 o)) = % 4+ o(a?)
s 3 )G g o
2 ) 2
en composant avec le DL du In car 3 + o(x*) tend vers 0 en 0. On a donc : | f(x) ~ 3|
. 1 1 ..
4. Equivalent de f(x) =1In <1 + T ) — — au voisinage de a = 400 :
T T

1 1
On commence par poser X = —, et on cherche un équivalent en 0 de g(X) = In (1 + ) - X =
x

1+ X
X
ln(l—i—m()—X Ona:

X

T T X=X +o(X)) =X — X%+ o(X?).

Donc en composant avec le DL du In :

X _ o 1 2)2 2y __ 32 2
ln<1—|—1+X> X=X-X 5(X X?) X+0(X)H_§X + o(X?).
\ . 3 5
En revenant a x, on obtient donc : | f(z) ~ —=x
oo 2
" 22
5. Equivalent de f(z) = (e + z)¢ — e“"* au voisinage de a =0 : | f(x) ¥ —?6671

6. Equivalent de f(z) = sin (In(1 +)) — In (1 + sinz) au voisinage de a = 0 :
Ici, il faut monter 'ordre petit & petit car les termes se simplifient au fur et a mesure... On obtient :

4
f(z)

X
0127

ITII FEtude locale de fonctions

Correction 5.

1. f(2) = (2 + 1) exp <i>
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e Dy =R*

1 1
e On pose X = — & = —. On obtient
T X
(1+X)eX

3
<1 +2X + 5X2 - o(X2)>

3
+2—|—§X—|—O(X).

e On repasse a x et on obtient

f($)+=oosc+2+2?;+o<i) et f(z)_zoox—l-Q—l-;;—i—o(i),

Ainsi, la droite d’équation y = x + 2 est asymptote oblique au voisinage de +o00 et de —oo.

3 3
e Au voisinage de +o0, % > 0 et au voisinage de —oo, 2 < 0, ainsi la courbe Cy est au-dessus de son

x
asymptote olique au voisinage de +o0o et elle est en-dessous de son asymptote oblique au voisinage de
—00.

2. g(z) = Va3 + a2 +x

e Dy = R car la fonction racine cubique est définie sur R tout entier.

1 1
e On pose X = — < x = —. On obtient
T X

ol
I ]

ell

e On repasse a x et on obtient

1
Ainsi, la droite d’équation y = x + 3 est asymptote oblique au voisinage de +o00 et de —oo.

1 1
e Au voisinage de 400, % > 0 et au voisinage de —oo, — < 0, ainsi la courbe Cy est au-dessus de son

asymptote olique au voisinage de +o00 et elle est en-dessous de son asymptote oblique au voisinage de

—00.
3. h(z) = (1+a)*
e D =] —1,+00[. On ne fait I’étude qu’en +oo.

1 1
e On pose X = — & x = —. On obtient
T X

fa) = Fx) = &B(F)

—_ eX(— In X+X+0o(X))

— ¢ XIn(X)+o(XnX)

= 1-XIn(X)+o(XInX).
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e On repasse a x et on obtient

fl@) = 1+ lnf) +o (ln(x)> .

+o0 T

On remarque que cela n’est absolument pas un DL (ni d’ailleurs un développement asymptotique) car
il y a présence de In (z). Mais cela nous donne quand méme ’asymptote et la position de la courbe par

rapport a cette asymptote. On remarque aussi que le DL de I'exponentielle a pli étre utilisé car, par
In (x)

croissance comparée, on a : lim X In X = 0. De plus, par croissance comparée lim =0, cela
X0t r—+o00 I
assure que y = 1 est asymptote horizontale a la courbe au voisinage de 4o0.
In (x
e Comme quand x est au voisinage de 400, on a : (z) > 0, la courbe est au-dessus de son asymptote
x
horizontale au voisinage de +oc.
2
x
4. flr) =2 -2+ ——
(@) 22+ 9

° Df:RcarpourtoutxeR,9+$2>0.

1 1
e On pose X = — & x = —. On obtient
T X

1 1 1
x2 Y
X X2 V1+9x2
_ 1 ’X’ 9 2 2
T ox Ty <1_2X FolX)

Ainsi, on obtient que
2

) 9
F(X)O:}_Q_?X"‘O(X) et F(X)O—_—2+§X+O(X).

e On repasse a x et on obtient
9 1 9 1
= 2z —-2— — — = 24 — .
f(x) = 2a;+o<:c) et f(x) = +2x+o<az>

Ainsi la courbe admet une asymptote oblique d’équation y = 2x — 2 au voisinage de +oo et une
asymptote horizontale d’équation y = —2 au voisinage de —oo.

9
e Comme 5 < 0 au voisinage de 400, la courbe est en-dessous de son asymptote oblique au voisinage
x

de 400 et comme % < 0 au voisinage de —o0o, la courbe est en-dessous de son asymptote horizontale
x
au voisinage de —oo.
x
5. =221
f(x) =2"In <1 n ac)
e Dy =| — 00, —1[U]0, 4-00.

1 1
e On pose X = — < x = —. On obtient
T X

f@) = F(X) = —%ln(1+X)
1 X2 x3
= - (X 2+3+0(X3))
1 1 X
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e On repasse a x et on obtient

f(a:):—x+;—1+0<1> et f(ac):—:z:—l—l—l—i—o(l).

+00 T —o0 2 3z x
Ainsi, la droite d’équation y = —z + 3 est asymptote a la courbe au voisinage de +oo et de —oo.

1 1
e Comme —— < 0 au voisinage de +o0o et e > 0 au voisinage de —oo, la courbe est en-dessous de
x x
I’asymptote au voisinage de +oo et elle est au-dessus de I’asymptote au voisinage de —oo.
6. f(z) = ez x(x +2)

o Df :] — 0Q, —2] U [07 +OO[
1 1
e On pose X = — < o = —. On obtient
T X
e 1
fl)=F(X) = m(1+2X)2
1 X2 X2
= — |(1+X+—)(1+X—-— X2
5 o (1) (e x- ) +ee)
1
= — (1+2X +X?*+0(X?)).
0 |X|( + + + of ))
Ainsi, on obtient que
1 1
F(X)()—+§+2+X+O(X) et F(X);—§—2—X+0(X).

e On repasse a x et on obtient

@) = x—l—2—|—1—{-o<i> o fla) = —x—2—31:—|—o<1>.

+00 T —o0 T

Ainsi, la droite d’équation y = x + 2 est asymptote oblique a la courbe au voisinage de +oc et la droite
d’équation y = —x — 2 est asymptote a la courbe au voisinage de —oo.

1
e Comme — > 0 au voisinage de 400, la courbe est au-dessus de 'asymptote y = x + 2 au voisinage de
x

1
400 et comme —— > 0 au voisinage de —oo, la courbe est au-dessus de 'asymptote y = —z — 2 au
x

voisinage de —oo.

Correction 6.

1
. x +1
1. Etude de la fonction f: x — el * :
ex —1

e Domaine de définition :
La fonction f est bien définie si z # 0 et si er #1& 1 # 0. Comme on a toujours 1 # 0, le domaine
de définition est Dy = R*. v v
e Etude des limites aux bornes du domaine de définition
* Etude en l'infini :
Onpose X = — <z = i On obtient
T X

X

Ainsi, on obtient les résultats suivants :
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o lim f(z)=4occet lim f(z)=—o0.
r—r+00 T—>—00
o La droite d’équation y = 2x est asymptote oblique a la courbe au voisinage de —oo et de +o0.
o La courbe est en-dessous de cette asymptote au voisinage de 400 et elle est au-dessus de cette
asymptote au voisinage de —oc.
x Etude d’un éventuel prolongement par continuité en O :
On commence par se placer en 0" et on obtient :

1 1
) e
e% <1—e_%) B 1—67%‘

Ainsi, par composition, somme et quotient de limite, on obtient que : lim+ f(z)=1.
z—0

fz) =

On se place maintenant en 0~ et on a alors directement par propriété sur les composée, somme et
quotient de limite que : lim f(x) = —1.
z—0~

Ainsi, la fonction f n’est pas prolongeable par continuité en 0, elle est par contre prolongeable par
continuité a droite et a gauche mais pas au point puisque les limites a droite et & gauche ne sont
pas les mémes.

e Etude des variations :
La fonction f est dérivable sur R™ et sur R™ comme quotient, composée et somme de fonctions

dérivables. De plus, on obtient
et
ez
Vr € R*, fl(z) = —F——.
x?(ew —1)2

Ainsi, comme [’ est strictement positive, on obtient le tableau de variation suivant :

x —00 0 “+00

-1 +00

/ _ /

—00 1

e Etude de la dérivabilité en 0 & gauche et & droite (cela n’a de toute facon aucun sens d’étudier la
dérivabilité en 0 puisque la fonction f n’est méme pas continue en 0) :
* Etude de la dérivabilité en 07 :
On étudie le taux d’accroissement quand z tend vers 07 :

f@-f0) _ 2 2
x :r:(e% -1) xe%(l - e_%)
1 eX
Comme, par croissance comparée, on a : lim zez = lim — = 400, on a :
z—0+ X—+oo X
@) 10)
z—0t x

Ainsi, la fonction f est dérivable & droite en 0 avec f/(0) = 0.

x Etude de la dérivabilité en 0~ :
On étudie le taux d’accroissement quand z tend vers 07: :

f@) = fO) _ 2 2 e
z x(e%—l) er —1 z
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1

. p . €z .
Comme, par croissance comparée, on a : lim — = lim XeX =0, on a :

z—0- T X——00
o @ =)
z—0~ T

Ainsi, la fonction f est dérivable & gauche en 0 avec fé(O) =0.

2. Etude de la fonction f: x — xe)l?

e Domaine de définition :

La fonction f est bien définie si et seulement si x # 0. Ainsi Dy = R*.
e Limites en 00 :

OnposeX:%et lim X =0= lim X.On a de plus

T—-+00 T—r—00

1+ X+ 5 +o(X?) 1 X
) +1+ - +o(X).

=l
<
=l
<]
[\]

X

On obtient donc que

f(m)+—ooac+1+1+<1> ot f(a) —oox—l—l—i-l—i-(l).

2x x

Ainsi, on obtient les résultats suivants :

* ngoof($) = +o0 et xll)r_noo f(z) = —o0.

* La droite d’équation y = x + 1 est asymptote oblique a la courbe au voisinage de —oo et de 4o0.
* La courbe est en-dessous de cette asymptote au voisinage de —oo et elle est au-dessus de cette
asymptote au voisinage de +oo.
e Etude d’un éventuel prolongement par continuité en O :

X

, 1 e
x Etude en 07 : En posant X = —, on remarque que : lim f(z) = lim — = 400 par croissance
x z—0t X—+00 X

comparée. Ainsi la fonction f n’est pas prolongeable par continuité en 0 car elle n’est déja pas
prolongeable par continuité a droite en 0. Et Cy admet une asymptote verticale d’équation xz = 0
au voisinage a droite de 0.

Ainsi f est prolongeable par continuité & gauche en 0 en posant f(0) = 0.

e Variations :
La fonction f est dérivable sur R* comme composée et produit de fonctions dérivables. Et pour tout

r€R* ona:
1 12 1 x—1

T —00 0 1 +o0
f(z) + - 0 +
0| +oo +o0
/
—00 e
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e Etude de la dérivabilité & gauche en 0 :
C’est la seule qui a un sens car on a prolongé la fonction par continuité qu’a gauche en posant f(0) = 0.
On étudie cette dérivabilité a gauche par le taux d’accroissement. On a :

@)= 10) _ 1

X

z)— f(0
Et par propriété sur la composition de limite, on a : lim M = 0. Ainsi la fonction ainsi

z—0~ T
prolongée est dérivable a gauche en 0 et fé(()) = 0. En particulier la fonction prolongée admet une

demi-tangente horizontale & gauche en 0.

. 1
3. Etude de la fonction f: x — x2arctan ()
b'e
e Domaine de définition :
La fonctionf est bien définie si x # 0 et ainsi Dy = R*.
e Limites en +o00 :

1
Onpose X =—et lim X =0= lim X.On a de plus
x

T—r+00 T——00

arctan (X) X — XTg—i—o(XS) 1 X
X2 0 X? 0oX 3

On obtient donc que

1 1 1 1
f(x) =@ 3x+ <x> e f(x) = 3x+ (x)
Ainsi, on obtient les résultats suivants :

* Igrfoof(x) = 400 et IEEHOO f(z) = —o0.

* La droite d’équation y = = est asymptote oblique a la courbe au voisinage de —oo et de +oc.
* La courbe est en-dessous de cette asymptote au voisinage de +o0o et elle est au-dessus de cette
asymptote au voisinage de —oo.

e Etude d’un éventuel prolongement par continuité en 0 :

i 1 s . 1 us . .. o
On a: lim arctan | — ) = — et lim arctan (| — | = —— par propriété sur la composition de limites.
z—0t x z—0— x 2

Puis par produit de limites, on obtient que :

lim f(z) =0= lim f(z).

z—0+ z—0~
Ainsi la fonction f est prolongeable par continuité en posant f(0) = 0. On notera encore f la fonction
ainsi prolongée.
e Etude de la dérivabilité en 0 :
Par le taux d’accroissement, on obtient que

— f(0 1
M = rxarctan <>
x x
. 1 T . 1 T o .. ..
On a: lim arctan | — | = — et lim arctan | — | = —— par propriété sur la composition de limites.
z—0+ T z—0~ T 2
Puis par produit de limites, on obtient que :
— f(0
lim @) = (0) =0= lim f(z).
z—07F x z—0~

Ainsi la fonction f prolongée est bien dérivable en 0 avec f/(0) = 0. Et la courbe C¢ admet une tangente
horizontale en 0.

1BIOA - Lycée Chaptal Page 17 Olivier Glorieux



IV Développement limité d’une fonction réciproque

Correction 7. Soit la fonction f définie par :

Vx € R, f(x) = arctanx + * — 1.

1. Etudier f et en dessiner la courbe dans un repére orthonormé.

e La fonction f est bien définie sur R et ainsi Dy = R.

e La fonction f est de classe C'° sur R comme somme de fonctions de classe C°°. En particulier elle est

dérivable sur R.
e On a, pour tout z € R :

/ o T
f(x)_71+x2+e.

Ainsi f'(x) > 0 pour tout z € R comme somme de deux termes strictement positifs.

e Limites aux bornes :

™
* lim f(x) = -3~ 1 par propriétés sur les sommes de limites. Et ainsi C; admet une asymptote
T—>—00
7r
horizontale d’équation y = —3 1 au voisinage de —oo.

* lim f(x) = +o0o par propriétés sur les sommes de limites.

T——+00

e Variations :

x —00 —+00
f'(x) +
“+00
f
_% -1

2. Montrer que f induit une bijection de R dans un intervalle I & préciser.

D’apres la question précédente, on a :

e La fonction f est continue sur R comme somme de fonctions continues.

e La fonction f est strictement croissante sur R.

. _ T .
* xEI—noof(x) 2 Let zgg{loof(x)

Ainsi d’apres le théoréme de la bijection,

= 4o00.

la fonction f est bijective de R dans I = —g —1,400].

3. Soit g la réciproque de la bijection précédente.
Montrer que g est de classe C* sur I.
En déduire que g admet, en tout point de I, des développements limités a tout ordre.

e Ona:

* La fonction f est de classe C'° sur R comme somme de fonctions de classe C*°.

* Pour tout z € R : f'(z) # 0 car pour tout x € R : f/(z) > 0 comme somme de deux termes

strictement positifs.

Ainsi d’apres le théoréme sur la régularité des fonctions réciproques, on sait que | la fonction g est de classe C'>
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e Comme la fonction g est de classe C'*° sur [ = } —g — 1,400 [, on sait d’apres le théoréme de Taylor-

Young que | g admet en tout point de I = } —g — 1,400 [, des développements limités a tout ordre.

4. En utilisant le fait que g o f = Idg, donner un développement limité de g a ’ordre 2 au voisinage
de 0.

e Comme g admet un DL a tout ordre au voisinage de tout point de I et que 0 € I, g admet en particulier

un DL & P'ordre 2 en 0. Ainsi il existe (ag, a1, a2) € R?® tels que

g(u) = ap +au+ agu? + o(u?).

e On veut savoir si on peut poser u = f(x). Comme f(0) = 0, on a bien que f(z) tend bien vers 0 quand
x tend vers 0. Ainsi on va pouvoir poser v = f(z). Il reste donc a trouver le DL2(0) de f. On a

2 2

f(a:)?x+1+x+%+0(x2)—1?2x+%+0(az2).

e Par composition de DL du méme ordre, on a, en posant u = f(z) :

9(/@) = a+a @wj) a (%gv;)lo(xg)

=}
—
8

N
I

ao + 2a1x + <% + 4a2) 22 + o(x?)

Or on connait un deuxiéme DL de f o g : en effet, g(f(z)) =« =+ o(x?).

e Puis par unicité du développement limité, on obtient que

ag = 0 do = (i
2@1 = 1 — ay = =
aq . 2 1
— +4ax = 0 _
2 az = 16
z  x? 9
Ainsi on obtient que : | g(x) S5 16t o(x®) |

Correction 8.
1. Montrer que la fonction f : z — e* + x — 1 réalise une bijection de R sur R.

e La fonction f est bien définie et de classe C*° sur R comme somme de fonctions de classe C'*.

e En particulier la fonction f est dérivable sur R et pour tout x € R,on a: f'(z) = e*+1. Ainsi f'(z) > 0
pour tout € R comme somme de deux termes strictement positifs.

e Limites aux bornes : lim f(z) = 400 et lim f(x) = —oo par propriétés sur les sommes de limites.
r—-+00 T——00

e Variations :

x —00 +00

f(x) +
“+00
f
—00
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e On obtient donc :

* La fonction f est continue sur R comme somme de fonctions continues.
* La fonction f est strictement croissante sur R.
* lim f(x) =4occet lim f(zxr)=—00

T—r—00

T—+400

Ainsi d’apres le théoreme de la bijection, ‘la fonction f est bijective de R dans R. ‘ On note f~! la fonc-
tion réciproque.

2. Montrer que sa fonction réciproque f~! est de classe C*. Former le développement limité a
lordre 3 au voisinage de 0 de f~1.

e On a:
* La fonction f est de classe C'™° sur R comme somme de fonctions de classe C'™°.

* Pour tout z € R : f'(z) # 0 car pour tout x € R : f/(z) > 0 comme somme de deux termes
strictement positifs.

Ainsi d’apreés le théoréme sur la régularité des fonctions réciproques, on sait que|la fonction f~! est de classe (

e Comme la fonction f~! est de classe C* sur R, on sait d’apres le théoréme de Taylor-Young que f~!
admet en tout point de R, des développements limités & tout ordre. En particulier f~! admet un DL &
I'ordre 3 en 0. Ainsi il existe (ag,a1,az,a3) € R* tels que : f~1(u) = ag + a1u + azu? + azu® + o(u?).

e On veut savoir si on peut poser u = f(z). Comme f(0) = 0, on a bien que f(z) tend bien vers 0 quand
x tend vers 0. Ainsi on va pouvoir poser u = f(x). Il reste donc & trouver le DL3(0) de f. On a

) 3 2 3
f(x)?1+x+%+%+o(x3)+x—l?23;—#%—1—%4-0(963)-

e Par composition de DL du méme ordre, on a, en posant u = f(x)

1 .%'2 x3 x .%'2 x3 3 3
[ (f(2)) = atar (204 5+ o ) a 2:c+—+E ++a3 2x+—+6 + o(x?)

f7Hf(@) = ao+2amz+ ﬂ-|-4a2 2+ +2a2+8a
0 2 6

Or on connait un deuxieme DL de f~'o f : en effet, f~1(f(z)) = = + o(2?).
e Puis par unicité du développement limité, on obtient que
(ag = 0
ag = 0 1
2a1 =1 ay = 5
U4 day =0 = _ 1
2 T
% 6ay+8az = 0 1
\ 6 a3 = _—
\ 192

Ainsi on obtient que
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V Développement limité et régularité

xIlnx

Correction 9. Soit la fonction f définie sur ]0,1[U]1, +oo[ par f(x) = T
X J—

1. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 1.
On peut par exemple pour cela faire un DLg(1). On va méme faire un DL;(1) afin de répondre en méme
temps a la question d’apres. On pose donc pour cela X =x — 1< x =1+ X. On obtient apres calculs que

1+X)ln(1+X) 1

-1
f(z) = F(X) = X(X+2) :2X><(1+X)ln(1+X)<1+)2(> §%+O(X).

Ainsi on a

f(x) = % +o(x —1).

Donc, comme on a existence d'un DLg(1), la fonction f est prolongeable par continuité en 1 en posant

2. Ce prolongement est-il dérivable ?
Comme on a existence d’un DL;(1), la fonction f ainsi prolongée est dérivable en 1 avec f’(1) = 0.

3. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0.

Par croissance comparée, on a : lim xlnx = 0. Puis par propriété sur les somme et quotient de limites, on
z—0t

obtient que : lim+ f(z) = 0. Ainsi la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
z—0

4. Ce prolongement est-il dérivable ?
Avec le taux d’accroissement, on a :
f(z) — f(0)

im 2Ty
z—0t x z—0t+ % — 1

par propriétés sur les somme et quotient de limites. Ainsi la fonction f ainsi prolongée en 0 n’est pas dérivable
en 0 et la courbe C; admet une tangente verticale au point d’abscisse 0.

Correction 10. Soit a un parameétre réel. On définit la fonction f par

cos\/x siz>0
\/j ,\/j

Vx € R, f(x)= # siz<0
a siz=0.

1. Pour quelle valeur de a la fonction f est-elle continue sur R?

e La fonction f est dérivable sur R™ comme composée de fonctions dérivables.
e La fonction f est dérivable sur R™ comme composées, somme et quotient de fonctions dérivables.
e Etude de la dérivabilité en 0 :

* On a par propriété sur la composition de limites que : lim+ f(z)=1.
x—0

* On a par propriétés sur la compositions, somme et quotient de limites que : lim f(z) = 1.
z—0~

Ainsi pour que lim+ f(x) = lim f(z) = f(0), il faut prendre a = 1. Et pour a = 1, la fonction f est
z—0 z—0~
continue en 0.

Ainsi la fonction f est continue sur R pour a = 1.

2. On suppose désormais que a est égal a la valeur trouvée a la question 1.
Montrer que f est dérivable sur R et calculer la dérivée f(x) pour tout = réel.
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e Etude de la dérivabilité sur RT* :
La fonction f est dérivable sur R™ comme composée de fonctions dérivables et pour tout = > 0 :
! —sin (\/E)
fwy = =¥,
NI
e Etude de la dérivabilité sur R™* :
La fonction f est dérivable sur R™ comme composées, somme et quotient de fonctions dérivables et

e VT eV
4y/=z

pour tout x < 0 : f'(z) =

e Etude de la dérivabilité en 0 :
* On a: cos (/) = 1-Ty o(z). Ainsi il y a existence d'une DL;(0) d’ou la dérivabilité a droite en

2
1
0 de f avec f}(0) = —3
eVl e vVT? x
* On a : — 3 1- 5 + o(z). Ainsi il y a existence d'une DL;(0) d’ou la dérivabilité a
gauche en 0 de f avec fy(0) = —5
1 1

= f4(0), la fonction f est dérivable en 0 avec f'(0) = —=.

Ainsi comme f;(0) = 5

T2
Ainsi la fonction f est bien dérivable sur R.

_ cosX
14 x+x2
e La fonction f est bien définie si 1 + 2 + 22 # 0. Comme A = —3 < 0, la fonction f est bien définie sur R.
e De plus, la fonction f est de classe C'°° sur R comme somme et quotient de fonctions de classe C*°. Ainsi
en particulier elle est de classe C* au voisinage de 0. Donc d’apres le théoréme de Taylor-Young, la fonction
f admet un DL4(0) qui est donnée par la formule :
100 5, 90 5, 90

f@) = F(0) + f(0)z + = =2 + =2’ + ==’ + o(a).

Correction 11. Soit la fonction f définie par : f(x) . Calculer f%(0).

e Calculons alors le DL4(0) de la fonction f directement :

f(z) = cos(x

4!
2
= 1—50—% 5 3_E$4+O(x4)
e Par unicité du développement limité, on a donc
f@O) 23 @/ —
TR I f#(0) = —23.

Correction 12. Soient un entier n > 1 et la fonction f d’une variable réelle x définie par

f(x) =In (1 + i(l)kﬂ)i{) .
k=1

1. Montrer que f est définie au voisinage de 0 et de classe C*°.
2. Calculer f(0), f'(0) et £3)(0).

A ne pas faire.

1BIOA - Lycée Chaptal Page 22 Olivier Glorieux



	Calculs de développements limités
	Recherche de limites et d'équivalents
	Étude locale de fonctions
	Développement limité d'une fonction réciproque
	Développement limité et régularité

